Google 



This is a digital copy of a book thaï was preservcd for générations on library shclvcs before il was carcfully scanncd by Google as part of a projecl 

to makc the workl's books discovcrable online. 

Il lias survived long enough for the copyright lo expire and the book to enter the public domain. A publie domain book is one thaï was never subjeel 

lo copyright or whose légal copyright lerni lias expired. Whether a book is in the public domain may vary country locountry. Public domain books 

are our gateways lo the past. representing a wealth of history. culture and knowledge thafs oflen dillicull to discover. 

Marks, notations and other marginalia présent in the original volume will appear in this lile - a reminder of this book's long journey from the 

publisher lo a library and linally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries lo digili/e public domain malerials and make ihem widely accessible. Public domain books belong to the 
public and wc are merely iheir cuslodians. Neverlheless. ihis work is ex pensive, so in order lo keep providing ihis resource, we hâve taken sleps to 
prevent abuse by commercial parties, iiicluciiiig placmg lechnical restrictions on aulomaied querying. 
We alsoasklhat you: 

+ Make non -commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals. and we reuuest lhat you use thesc files for 
pcrsonal, non -commercial purposes. 

+ Refrain from autoiiiatcil (/uerying Donot send aulomaied uneries of any sort lo Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical characler récognition or other areas where access to a large amount of texl is helpful. please contact us. We encourage the 
use of public domain malerials for thèse purposes and may bc able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each lile is essential for informing people about this projecl and hclping them lind 
additional malerials ihrough Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use. remember thaï you are responsible for ensuring lhat whai you are doing is légal. Do not assume that just 
becausc we believe a book is in the public domain for users in the Uniied Staics. thaï the work is also in ihc public domain for users in other 

counlries. Whelher a book is slill in copyright varies from counlry lo counlry. and we can'l offer guidanec on whelher any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume thaï a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringemenl liabilily can bc quite severe. 

About Google Book Search 

Google 's mission is lo organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover ihe world's books wlulc liclpmg aulliors and publishers reach new audiences. You eau search ihrough llic lïill lexl of this book un ilic web 
al |_-.:. :.-.-:: / / books . qooqle . com/| 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel cl de la connaissance humaine cl sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public cl de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres soni en effet la propriété de tous et de toutes cl nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 

dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des lins personnelles. Ils ne sauraient en ell'et être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésite/ pas à nous contacter. Nous encourageons (tour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

À propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le franoais. Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les ailleurs cl les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp : //books .qooql^ . ■:.■-;. -y] 



/Vi 



ÉLÉMENTS 



DE 



GÉOMÉTRIE 



/ 



'<& 



. ; ÉLÉMENTS 



DE 



GÉOMÉTRIE, 



AVEC DES NOTES; 



Par A. M. LEgENDRE, membre de l'Institut et 
de la Légion d'Honneur , de la Société Royale 
de Londres, etc. 



SIXIEME EDITION. 



A PARIS, 

Chez Firmin DIDOT , libraire pour les Mathématiques , 
la Marine , l'Architecture , les Editions stéréotypes , etc. 
rue deThionville, n° 10. 



i* ■ ii 



1806. 



■* J J 



J ^ J 



\ 



• 




• 
• • 


• • * ••• 

• * • • 


• 


• m 


• • 

• * 
* 


V-2 • 

• • • • 

• • • 


• 
• 


• » » • • • 
»• • • • 
• • • •• 


• 
• 
• 


• - 




• _ •" 


• 


• • • • • * 








ï; 


• 








» 


••• • • •• 










• « • • • 








••• • 


• 

• • • 


•• • •• • 








• • • • 

• • ••• 

• • • 

• • • 


• • 1 • • i 

• •• •••_•• 

. •• ••••••• 







t»»KX»IWW»W*%W*^«i%^liV*«^»»OW^%V»^*% »^ yfc»i%%»*>»V«%Vti%V>»4<\ 



AVERTISSEMENT. 



Lj e lecteur qui voudra se borner, au moins 
dans une première lecture, aux simples élé- 
ments , peut passer sans inconvénient les notes , 
appendices , et généralement tout ce qui est 
imprimé en petits caractères , comme étant 
moins utile ou exigeant une étude plus appro- 
fondie. Il reviendra ensuite sur ces objets, s'il 
le juge à propos , en choisissant ceux qui lui 
conviendront le mieux , d'après l'avis d'un 
professeur éclairé. 

2V. B. Les nombres mis en marge indiquent les propo- 
sitions auxquelles on devra recourir pour l'intelligence des 
démonstrations* Un seul nombre , comme 4 y indique la 
proposition iv du livre courant : deux nombres, ao. £, 
indiquent la proposition xx du livre m. Dans la Trigo- 
nométrie on a distingué les articles et les renvois par des 
chiffres romains* 
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LIVRE PREMIER. 



LES PRINCIPES. 



DEFINITIONS. 



L La Géométrie est une science qui a pour objet la 
mesure de l'étendue. 

.L'étendue a trois dimensions, longueur, largeur, 
et hauteur. 

II. La ligne est une longueur sans largeur. 

Les extrémités d'une ligne s'appellent points : le 
point n'a donc pas d'étendue. 

III. La ligne droite est le plus court chemin d'un 
point à un autre. 

IV. Toute ligne qui n'est ni droite ni composée de 
lignes droites est une ligne courbe. 

Ainsi AB est une ligne droite, ACDB une ligne fig- *• 
brisée ou composée de lignes droites, et AEB est une • 
ligne courbe. 

V. Surface est ce qui a longueur et largeur , sans 
hauteur ou épaisseur. 

VI. Le plan est une surface , dans laquelle pre* 
nant deux points à Tolonté y et Joignant ces deux 

i 



3 G^OHÉTRIE. 

points par une ligne droite , cette ligné est tout entière 
dans la surface. 

VII. Toute surface qui n'est ni plane ni composée 
de surfaces planes est une surface courbe. 

VIII. Solide ou corps est ce qui réunit les trois di- 
mensions de Tétendùe. 

fi* a- IX. Lorsque deux lignes droites AB, AC, se ren- 
contrent, la quantité plus ou moins grande dont elles 
sont écartées Tune de l'autre, quant à leur position, 
s'appelle angle ; le point de rencontre ou à! intersec- 
tion A est le sommet de l'angle ; les lignes AB, AC en 
sont les cotes. 

L'angle se désigne quelquefois par la lettre du 
sommet A seulement , d'autres fois par trois lettres 
BAC ou CAB, ayant soin de mettre la lettre du som- 
met au milieu. ) 

Les angles sont, comme toutes les quantités, sus- 
ceptibles d'addition , de soustraction , de multiplica- 
fig ao. tion , et de division : ainsi l'angle DCE est la somme 
des deux angles DCB, BCE, et l'angle DCB est la dif- 
, férence des deux angles DCE , BCE. 
%• 3. X. Lorsque la ligne droite AB rencontre une autre 
droite CD , de telle sorte que les angles adjacents BAC , 
BAD soient égaux entre eux, chacun de ces angles 
s'appelle un angle droit, et la ligne AB est dite per- 
pendiculaire sur CD. 
fig. 4- XI. Tout angle BAC plus petit qu'un aqgle droit 
est un angle aigu; tout angle plus grand DEF est un 
angle obtus. 
fig. 5. XII. Deux lignes sont dites parallèles > lorsque , 
* étant situées dans le même plan, elles ne peuvent se 
rencontrer à quelque distance qu'on les prolonge l'une 
et l'autre. 

XIII. Figure plane est un plan terminé de toutes 
parts par des lignes. 
Si les lignes sont droites, l'espace qu'elles renfer* 
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ment s'appelle figure rectiligne ou polygone, et les fig. 6. 
lignes elles-mêmes prises ensemble forment le contour 
ou périmètre du polygone. 

XIV. Le polygone de trois côtés est le plus simple 
de tous , il s'appelle triangle ; celui de quatre côtés 
s'appelle quadrilatère ; celui de cinq , pentagone ; 
celui de six, hexagone, etc. 

XV. On appelle triangle êquilatèral celui qui a ses %• 7» 
trois côtés égaux ; triangle isoscele celui dont deux fi g- 8. 
côtés seulement sont égaux ; triangle scalene celui qui H- 9- 
a ses trois côtés inégaux. 

XVI. Le triangle rectangle est celui qui a un angle 
droit. Le côté opposé à l'angle droit s'appelle hypoté- 
nuse : ainsi ABC est un triangle rectangle en A , le fig. io. 
côté BG est son hypoténuse. 

XVII. Parmi les quadrilatères on distingue : 

Le quarté, quia ses côtés égaux^et ses angles droits, fig. n. 
(Voyez la prop. xxi, liv. i.) 

Le rectangle, qui a ses angles droits sans avoir les fig. xa. 
côtés égaux. (Voyez la même prop-) 

Le parallélogramme ou rhombe , qui a les côtés fig. i3. 
opposés parallèles. 

Le losange, dont les côtés sont égaux sans que les fig- M* 
angles soient droits. 

Enfin le trapèze , dont deux côtés seulement sont fig- *5- 
parallèles. * 

XVIII. On appelle diagonale la ligne qui joint les 
sommets de deux angles non adjacents : telle est AC. fi g- 4a- 

XIX. Polygone êquilatèral est celui dont tous les 
côtés sont égaux ; polygone équiangle celui dont tous 

les angles sont égaux. * 

XX. Deux polygones sont équilatéraux entre eux 
lorsqu'ils ont les côtés égaux. chacun à chacun, et 
placés dans le même ordre , jc'est - à - dire lorsqu'en 
suivant leurs contours dans un même sens le premier 
côté de l'un est égal au premier de l'autre, le second 
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de l'un au second de l'autre , le troisième au troisième, 
et ainsi de suite. On entend de même ce que signifient 
deux polygones êquiangles entre eux. 

Dans l'un ou l'autre cas les côtés égaux ou les angles 
égaux s'appellent côtés ou angles homologues. 

N. B. Dans tes quatre premiers liyres il ne sera question que , 
de figures planes ou tracées sur une surface plane. 

Explication des termes et des signes. 

m 

Axiome est une proposition évidente par elle- 
même. 

Théorème est une vérité qui devient évidente au 
moyen d'un raisonnement appelé démonstration. 

Problème est une question proposée qui exige une 
solution. 

Lemme est une vérité employée subsidiairemënt 
pour la démonstration d'un théorème ou la solution 
d'un problème.' 

Le nom commun de proposition s'attribue indiffé- 
remment aux théorèmes , problêmes^lf lemmes. 

Corollaire est la conséquence qui découle d'une ou 
de plusieurs propositions. 

Scholie est une remarque sur une ou plusieurs pro- 
positions précédentes , tendant à faire appercevoir 
leur liaison, leur utilité, leur restriction, ou leur 
extension. 

Hypothèse est une supposition faite , soit dans 
l'énoncé d'une proposition , soit dans le courant d'une 
démonstration. 

Le signe = est le signe de l'égalité; ainsi l'expres- 
sion A = Ê signifie que A égale B. 

Pour exprimer que A est plus petit que B , on écrit 
A<B. 

Pour exprimer que A est plus grand que B , oii écrit 
A > B. 
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Le signe + se prononce plus; il indique l'addition. 

Le signe — : se prononce moins ; il indique la sous- 
traction : ainsi A -f- B représente la somme des quan- 
tités A et B ; A — B représente leur différence ou ce 
qui reste en ôtant B de A ; de même A — B + C ou 
A + C — B, signifie que A et C doivent être ajoutés 
ensemble, et que B doit être retranché du tout. 

Le signe X indique la multiplication ; ainsi A X B 
représente le produit de A multiplié par B. Au lieu 
du signe X on emploie quelquefois un point ; ainsi 
A . B est la même chose que A X B. On indique aussi 
le même produit sans aucun signe intermédiaire par 
AB ; mais il ne faut employer cette expression que 
lorsqu'on n'a pas en même temps à employer celle de 
la ligne AB distance des points A et B. 

L'expression A X (B + C — D) représente le pro- 
duit de A par la quantité B + C — D. S'il fallait 
multiplier A -f- B par A — B + C , on indiquerait le 
produit ainsi (A -h B) X (A — B -f* C) ; tout ce qui 
est renfermé entre parenthèses est considéré comme 
une seule quantité. 

Un nombre mis au-devant d'une ligne ou d'une 
quantité , sert de multiplicateur à cette ligne ou à 
cette quantité ; ainsi pour exprimer que la ligne AB 
est prise trois fois, on écrit 3AB; pour désigner la 
moitié de Fangle A , on écrit \ A. 

Le quarré de la ligne- AB sa désigne par AB ; son 

cube par AB. On expliquera en son lieu ce que si* 

gnifient précisément le quarré et le cube d'une ligne. 

Le signe \/ indique une racine à extraire ; ainsi 

\/i est la racine quarrée de a ; V^A X B est la racine 
du produit A X B , ou la moyenne proportionnelle 
entre A et B. 
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GEOMETRIE. 



AXIOMES. 



i „ Deux quantités égales à une troisième sont égales 
entre elles, 

a. Le tout est plus grand que sa partie. 

3. Le tout est égal à la somme des parties dans les* 
quelles il a été divisé. 

4* D'un point à un autre on ne peut mener qu'une 
seule ligne droite. 

5. Deux grandeurs , ligne , surface ou solide , sont 
égales , lorsqu'étant placées Tune «ur l'autre , elles 
coïncident dans toute leur étendue. 

PROPOSITION PREMIERE. 



THEOREME. 



Les angles droits sont tous égaux entre eux. 

fig. 16. Soit la ligne droite CD perpendiculaire à AB, et 
GH à EF; je dis que les angles ACD, EGH seront 
égaux entre eux. 

Prenez les quatre distances égales CA, CB, GE, 
GF, la distance AB sera égale à la distance EF, et 
on pourra placer la ligne EF sur AB, de manière 
que le point E tombe en A , et le point F en B. Ces 
deux lignes ainsi posées coïncideront entièrement 
l'une avec l'autre ; car sans cela il y aurait deux 

*ax. 4. lignes droites de A en B, ce qui est impossible * 9 
donc le point G , milieu de EF , tombera sur le point 
C, milieu de AB. Le côté GE étant ainsi appliqué 
sur CA, je dis que le côté GH tombera sur CD ; car 
supposons , s'il est possible , qu'il tombe sur une ligne 

♦déf.io. CK différente de CD ; puisque , par hypothèse * y 
l'angle EGH = HGF , il faudrait qu'on eût AÇK = 
KCB. Mais l'angle ACK est plus grand que AGD, 
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l'angle RGB est plus petit que BGD ; d'ailleurs , par 
hypothèse , AGD = BGD ; donc ÀGK est plus grand 
que KGB ; donc la ligne GH ne peut tomber sur une 
ligne CK différente de CD ; donc elle tombe sur CD , 
et l'angle EGH sur AGD ; donc tous les angles droits 
sont égaux entre eux. 

PROPOSITION IL 

THÉORÈME. 

Toute ligne droite CD qui en rencontre une fig. 17- 
autre AB, fait avec celle-ci deux angles adja- 
cents ACD, BCD , dont la somme est égale à 
deux angles droits. 

Au point C , élevez sur AB la perpendiculaire CE. 
L'angle AGD est la somme des angles AGE, ECD; 
donc ACD + BCD sera la somme des trois ACE, 
ECD, BCD. Le premier de ceux-ci est droit, les 
deux autres font ensemble l'angle droit BCE ; donc 
la somme des deux angles ACD , BCD est égale à deux 
angles droits. 

Corollaire I. Si l'un des angles ACD , BCD est 
droit , l'autre le sera pareillement. 

Corollaire II. Si la ligne DE est perpendiculaire fig. 18. 
à AB , réciproquement AB sera perpendiculaire à 
DE. 

Car de ce que DE est perpendiculaire à AB, il 
s'ensuit que l'angle ACD est égal à son adjacent 
DCB , et qu'ils sont tous deux droits. Mais de et 
que l'angle AGD est un angle droit, il s'ensuit que 
son adjacent AGE est aussi un angle droit ; donc 
l'angle ACE ==: ACD j donc AB est perpendiculaire 
à DE. 

Corollaire III. Tous les angles consécutifs BAC, HH- 
CAD , DAE , E AF , formés «d'un même côté de la 
droite BF , pris ensemble , valent deux angles droits ; 
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car leur somme ' est égale à celle des deux angle* 
BAC, CAF. 

PROPOSITION III. 

THÉORÂMB. 

Deux lignes droites qui ont deux points com- 
muns coïncident l'une avec Vautre dans toute 
leur étendue , et ne forment qu'une seule et même 
* ligne droite. 

fig- *9- Soient les deux points communs À et B ; d'abord 
les deux lignes «n'en doivent faire qu'une entre A et 
B , car sans cela il y aurait deux lignes droites de À 

*ax.4. en B, ce qui est impossible *. Supposons ensuite que 
ces lignes étant prolongées , elles commencent à se 
séparer au point G, Tune devenant CD, l'autre CE. 
tenons au point C la ligne CF, qui fasse avec CA 
l'angle droit ACF. Puisque la ligne ACD est droite, 

♦pr.a. l'angle FCD sera un angle droit * ; puisque la ligne 

cor.ï. A çg est ^ TO ' lte ^ p an gi e pCE sera pareillement un 

angle droit. Mais la partie FCE ne peut; pas être égalé 
au tout FCD ; donc les lignes droites qui ont deux 
points A et B 'communs,, ne peuvent se séparer en 
aucun point de leur prolongement ; ' donc elles ne 
forment qu'une seule et même ligne droite, 

' ; \ PROPOSITION IV. 

.» » 

1 THSORBKE. 

fig. 20. Si deux angles, adjacents ACD , DCB , valent 
ensemble deux angles droits, les deux côtés ex* 
térieurs AC , CB > seront en ligne droite. 

Car si CB n'est pas le prolongement cte AC , soit CE 
ce prolongement; alors la ligne ACE étfrnt droite \ 
la somme des angles ACD , DCE , sera égale à deux 
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droits*. Mais, par hypothèse , la somme des angles *P r - a - 
ACD, DCB, est aussi égale à deux droits ; donc ACD 
+ DCB serait égale à ACD H- DCE ; retranchant de 
part et d'autre l'angle ACD , il resterait la partie DCB 
égale au tout DCE , ee qui est impossible : donc CB 
est le prolongement de AC. 

PROPOSITION V. 



THEOREME. 



Toutes les fois que deux lignes droites AB, DE, fig. ai. 
se coupent, les angles opposés au sommet sont 
égaux. 

Car puisque la ligne DE est droite, la somme des 
angles ACD, ACE, est égale à deux droits; et puis- 
que la ligne AB est droite , la somme des angles ACE, 
BCE , est égale aussi à deux droits ; donc la somme 
ACD H- ACE est égale à la somme ACE + BCE. 
Retranchant de part et d'autre le même angle ACE, 
il restera l'angle ACD égal à son opposé BCE. , 

On démontrerait de même que l'angle ACE est égal 
à son opposé BCD. 

Scholie. Les quatre angles formés autour d'un point 
par deux droites qui se coupent valent ensemble 
quatre angles droits ; car les angles ACE , pris en-, 
semble , valent deux angles droits ; et les deux autres 
ACD , BCD , ont la même valeur. 

En général, si tant de droites qu'on voudra CA, fig. 2». 
CB , etc. , se rencontrent en un point C , la somme 
de tous Jes angles consécutifs ACB , BCD , DCE , 
ECF, FCA, sera égale à quatre angles droits : car 
si on formait au point C quatre angles droits au 
moyen de deux lignes perpendiculaires fcntre elles , 
le même espace serait rempli , soit par les quatre 
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angles droits , soit par les angles successifs ACB , 
BCD, etc. 

PROPOSITION VI. 

THÉOREMB. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un 
angle égal compris entre côtés égaux chacun à 
chacun. 

ig.a3. Soit l'angle A égal à l'angle D, le côté AB égal à 
DE , le côté AC égal à DF ; je dis que les triangles 
ABC , DEF , seront égaux. 

En effet ces triangles peuvent être posés l'un sur 
l'autre de manière qu'ils coïncident parfaitement. Et 
d'abord si on place le côté DE sur son égal AB, le 
point D tombera en A, et le point E en B : mais puis- 
que l'angle D est égal à l'angle A , dès que le côté 
DE sera placé sur AB , le côté DF prendra la direc- 
tion AG. De plus DF est égal à AG ; donc le point F 
tombera en C , et le troisième côté EF couvrira exac- 
tement le troisième côté BC ; donc le triangle DEF 

# tx. 5. est égal au triangle ABC *. 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans 

- deux: triangles , savoir , l'angle A = D , le côté AB =£ 

DE , et le côté AG = DF , on peut conclure que les 

trois autres le sont, savoir, l'angle B = E, l'angle 

C = F, et le côté BC = EF. 

PROPOSITION VIL 

THÉORÈME. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un 
côté égal adjacent à deux angles égaux chacun 
a chacun. 
*g- *• Soit le Côté BC égal an côté EF , l'angle B égal à 
l'angle E , et l'angle G égal à l'angle F ; je dis que le 
triangle DEF sera égal au triangle ABC. 
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Car pour opérer la superposition , soit placé EF 
sur son égal BC , le point E tombera en B , et le point 
F en G. Puisque l'angle T$ est égal à l'angle B, le côté 
ED prendra la direction de BA ; ainsi le point D se 
trouvera sur quelque point de la ligne BA. De même, 
puisque l'angle F est égal à l'angle 'C , la ligne FD 
prendra la direction de CA , et le point D se trouvera 
sur quelque point du côté CA ; donc le point D qui 
doit se trouver à la fois sur les deux lignes, BA, 
CA , tombera sur leur intersection A ; donc les deux 
triangles ABC, DEF, coïncident l'un avec l'autre, et 
sont parfaitement égaux. 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles, savoir, BC=EF,B=E,C=F, on 
peut conclure que les trois autres le sont, savoir, 
AB = DE, AC=DF, A = D. 

PROPOSITION VIII. 

THEOREME. 

Dans tout triangle un côté quelconque est plus 
petit que Ut somme des deux autres. 

Car la ligne droite BC , par exemple , est le plus £ g . a & 
court chemin de B en C* } donc BC est plus petit que * d # • ^ 
BA -h AÇ. 

PROPOSITION IX. 

THEOREME. 

Si 9 d'un point Ô pris au-dedans du triangle fig.24. 
ABC, on mené aux extrémités d'un côté BC les 
droites OB , OC ,' la somme de ces droites sera 
moindre que celle des deux autres côtés AB, AC. 

Soit prolongé BO jusqu'à la rencontre du côté AG 
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en D ; la ligne droite OC est plus courte que OD -f. 
*pr.8. DC*â ajoutant de part et d'autre BO, onauraBO-h 
OC<BO + OD + DC,ouBO + OC<BD-f-DC. 

On a pareillement BD < BA + AD ; ajoutant de 
part et d'autre DC , on aura BD + DC < B A 4- AC. 
Mais on vient de trouver BO -f- OC < BD -f- DC ; donc, 
à plus forte raison, B0-t-0C<BA4-AC. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

*g- *5. Si les deux côtés AB , AC , du triangle ABC 
sùnt égaux aux deux côtés DE , DF , du triangle 
DEF, chacun à chacun ; si en même temps V angle 
BAC, compris par les premiers , est plus grand 
que V angle EDF , compris par les seconds , je 
dis que le troisième côté BC du premier triangle 
sera plus grand que le troisième EF du second. 

Faites l'angle CAG =D, prenez AG = DE , et 
joignez CG, le triangle GAC sera égal au triangle 
Î)EF, puisqu'ils ont par construction un angle égal 

*pr. 6. compris entre côtés égaux * ; on aura donc CG = EF. 
Maintenant il peut arriver trois cas , selon que le point 
G tombe hors du triangle ABC , ou sur le côté BC , 
i ou au-dedans du même triangle. 

fig. 25. Premier cas. La ligne droite GC est plus courte 
que GI -y IC , la ligne droite AB est plus courte que 
AI 4- IB ; donc GC -K AB est plus petit que GI 
AI + IC -h IB , ou , ce qui est la même chose , GC 
AB < AG -f- BC. Retranchant d'un côté AB et de 
l'autre son égale AG, il restera GC < BC ; or GC = 
EF ; donc on aura EF < BC. 

fig. a6. Second cas. Si le point G tombe sur le côté BC , ïl 
est évident que GC ou son égale EF sera plus petite 
que BC. * 
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Troisième cas. Enfin si le point G tombe. au-de- fig-a 7 . 
dans du triangle ABC , on aura , suivant le théorème 
précédent, AG + GC < AB-f-BC, Retranchant d'une 
part AG , et de l'autre son égale AB , il restera GC << 
BC , ou EF < BC. 

PROPOSITION XI. 



A 



THEOREME. 



Deux triangles sont égaux , lorsqu'ils ont les 
trois côtés égaux chacun à chacun. 

Soit le côté AB = DE, AC = DF, BC = EF,je dis fig.rf. 
qu'y aiira l'angle A==D,B = E, C = F. 

Car si l'angle A était plus grand que l'angle D 4 
comme les côtés AB, AC, sont égaux aux côtés DE, 
DF , chacun à chacun , il s'ensuivrait , par le théorème 
précédent , que le côté BC est plus grand que EF; 
et si l'angle A était plus petit que l'angle D , il s'en- 
suivrait que le côté BC est plus petit que EF ; or , BC 
est égal à EF ; donc l'angle A ne peut être ni plus 
grand ni plus petit que l'angle D j donc il lui est égal. 
On prouvera de même que l'angle B = E, et que 
l'angle C = F. 

Scholie. On peut remarquer que les angles égaux 
sont opposés à des côtés égaux : ainsi les angles égaux 
A et D sont opposés aux côtés égaux BC , jEF. 

PROPOSITION XII. h 

THEOREME. 

Dans un triangle isoscele les angles opposés 
aux côtés égaux sont égaux. 

Soit le côté AB = AC, je dis qu'on aura l'angle fig.a*. 
C=B. 
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Tirez la ligne AD du sommet A au point D , milieu 
de la base BC, les deux triangles ABC, ADC, auront 
les trois côtés égaux chacun à chacun ; savoir AD 
commun , AB = AC par hypothèse , et BD = DC par 
construction ; donc, en vertu du théorème précédent , 
l'angle B est égal à l'angle G. 

Corollaire, Un triangle équilatéral est en même 
temps équiangle , c'est-à-dire qu'il a ses angles égaux. 

Scholie. L'égalité des triangles ABD , AGD , prouve 
en même temps que l'angle BAD = DAC , et que 
l'angle BDA = ADC ; donc ces deux derniers sont 
droits ; donc la ligne menée du sommet d'un triangle 
isoscele au milieu de sa base est perpendiculaire à 
cette' basé , et divise V angle du sommet en deux mar- 
nes égales. '* 

Dans un triangle non isoscele on prend indifférem- 
ment pour base un côté quelconque , et alors son 
sommet est celui de l'angle opposé. Dans le triangle 
isoscele on prend particulièrement pour base le côté 
qui n'est point égal aux autres. 

PROPOSITION XIII. 

THEOREME. 

Réciproquement, si deux angles sont égaux 
dans un triangle , les côtés opposés seront égaux, 
et le triangle sera isoscele. 

%• *9* Soit l'angle ABC = ACB , je dis que le côté AC sera 

égal au côté AB. 

Car si ces côtés ne sont pas égaux, soit AB le plus 

grand dés deux. Prenez BD = AC , et joignez DG. 

L'angle DBC est , par hypothèse , égal à ACB , les 

deux côtés DB , BC sont égaux aux deux AC , CB ; 
*pr. 6. donc le triangle DBC * serait égal au triangle ACB. 

Mais Ja partie ne peut pas être égale au tout ; donc il 
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n'y a point d'inégalité entre les côtés AB, AG $ donc 
le triangle ABC est isoscele. 

PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 

3e deux côtés d'un triangle , celui-là est le 
plus grand qui est opposé à un, plus grand 
angle, et réciproquement, de deux angles d'un 
triangle , celui-là 'est le plus grand qui est op- 
posé à un plus grand côté. 

i° Soit l'angle C > B , je dis que le côté AB opposé fig. 3o. 
à l'angle C est plus grand que le eôté AC opposé à 
l'angle B. 

Soit fait l'angle BCD = B ; dans le triangle BDG 
on aura * BD = DG. Mais la ligne droite AG est plus *pr. i3. 
courte que AD 4- DC , et AD + DC = AD + J)B 
= AB ; donc AB est plus grand que AG. 

2° Soit le côté AB > AG , je dis que l'angle G opposé 
au côté AB sera plus grand que l'angle B opposé au 
côté AC. 

Car si on avait C < B , il s'f ensuivrait , par ce qui 
vient d'être démontré , AB < AC, ce qui est contre la 
supposition. Si on avait C = B, il s'ensuivrait* AB *pr.x3. 
= AC , ce qui est encore contre la supposition ; donc 
il faut que l'angle G soit plus grand que B. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 

D'un point A donné hors d'une droite DE , on fi g . z u 
ne peut mener qu'une seule perpendiculaire à 
cette droite. 

Car supposons qu'on puisse en mener deux AB et 
AC ; prolongeons l'une d'elles AB d'une quantité 
BF = AB , et joignons FC. 
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Le triangle CBF est égal, au triangle ÀÊG : car 
l'angle CBF est droit ainsi que CBA , le côté GB est 
commun , et le côté BF = AB ; donc ces triangles 
*pr.6. sont égaux*, et il s'ensuit que l'angle BCF = BCA. 
L'angle BGA est droit par hypothèse ; donc l'angle 
BGF Test aussi. Mais si les angles adjacents BCA , BCF, 
valent ensemble deux angles droits , il faut que la ligne 
*pr.4. ACF soit droite *; d'où il résulte qu'entre les deux 
I mêmes points A et F , on pourrait mener deux lignes 
*ax.4. droites ABF, ACF ; or cela est impossible*; donc il 
est pareillement impossible que deufc perpendiculaires 
soient menées d'un même point sur la même ligne 
• droite. . 
fi g- *7- Scholie. Par un même point C donné sur la ligne 
AB , il est également impossible de mener deux per- 
pendiculaires à cette ligne : car si CD et CE étaient ces 
deux perpendiculaires , l'angle DCB serait droit ainsi 
que BCE , et la partie serait égale au tout. 

PROPOSITION XVL 

THEOREME. 

fig. 3r. Si d'un point A situé hors d'une droite DE on 
mené la perpendiculaire AB sur cette droite, et 
différentes obliques AE, AC, AD, etc., à diffé- 
rents points de cette même droite : 

' i° La perpendiculaire AB sera plus courte que 
toute oblique. 

2° lies deux obliques AC , AE , menées départ 
et d'autre de la perpendiculaire à des distances 
égales BC , BE , seront égales. 

3° De deux obliques AC et AD , ou AE et AD, 
menées comme on voudra , celle qui s 9 écarte le 
plus de la perpendiculaire sera la plus longue « 
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Prolongez la perpendiculaire AB d'une quantité 
BF = AB , et joignez FC -, FD. 

i° Le triangle BCF est égal au triangle BÇA; car 
l'angle droit GBF = CBA, le coté GB est commun, et 
le côté BF = BA ; donc* le troisième côté CF est égal *p*& 
au troisième ACL Or, ABF ligne droite est plus courte 
que ACF ligne brisée; donc AB moitié de ABF est 
plus courte que AC moitié de ACF ; donc, 1* la per- 
pendiculaire est plus courte que toute oblique. 

^° Si on suppose BE = BC, comme on a en outre 
AB commun et l'angle ABE =: ABC , il s'ensuit que 
le triangle ABE est égal au triangle ABC ; donc les 
côtés AE, AG sont égaux ; donc , 2 deux obliques qui 
s'écartent également de la perpendiculaire sont égales. 

: 3° Dans le triangle DFA la somme des lignes AC, 
CF, est plus petite* que la somme des côtés AD, DF; *pr-9« 
donc AG, moitié de la ligne ACF, est plus courte que 
AD moitié de ADF ; donc , 3° les pbliques qui s'écar- 
tent le plus de la perpendiculaire sont les plus longues. 

Corollaire I. La perpendiculaire mesure la vraie 
distance d'un point à une ligne, puisqu'elle est plus 
courte que toute oblique. 

II. D'un même point on ne peut mener à une même 
ligne trois droites égales : car si cela était il y aurait 
d'un même côté de la perpendiculaire deux obliques 
égales, ce qui est impossible. , 

PROPOSITION XVIL 

' . THSOIXXB. 

: Si par le point C , milieu de la droite AB , on fig. a*- 
élevé la perpendiculaire EF sur cette droite ; 
i° chaque point de la perpendiculaire sera éga- 
lement distant des deux .extrémités, de la ligne 
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ÀB ; a° tout point situé hors de la perpendicu < 
laire sera inégalement distant des mêmes extré- 
mités À et B. 

Car, i° puisqu'on suppose ÀC = CB , les deux 
obliques AD , DB , s'écartent également de la perpen- 
diculaire ; donc elles sont égales. Il en est de même 
des deux obliques AE, EB, des deux AF,> FB, etc. ; 
donc , i° tout point de la perpendiculaire est égale* 
ment distant des extrémités A et B. 

a Soit I un point hors de la perpendiculaire ; si on 
joint IA, IB, Tune de ces lignes coupera la perpendi- 
culaire en D , d'où tirant DB , on aura DB = DA. 
Mais la ligne droite IB est plus petite que la ligne 
brisée ID + DB , et ID + DB = ID + DA = I A ; donc 
IB < IA ; donc , 2° tout point hors de la perpendiculaire 
est inégalement distant des extrémités A et B. 

PROPOSITION XVIII. 

THEOREME. 

Deux triangles rectangles sont égaux lorsqu 'ils 
ont V hypoténuse égale et un côté-égal. 

fig. 33. Soit l'hypoténuse AC = DF , et le côté AB *= DE , 
je dis que le triangle rectangle ABC sera égal au tri* 
angle rectangle DEF. 

L'égalité serait manifeste si le troisième côté BC 
était égal au troisième EF : supposons, s'il est pos- 
sible, que jces .côtés ne soient pas égaux, et que BC 
soit le plus grand. Prenez BG = EF , et joignez AG. 
Le triangle ABG est égal au triangle DEF ; car l'angle 
% droit B est égal à l'angle droit E , le côté AB = DE , et 
* pr. 6. le côté BG = EF ; donc ees deux triangles sont égaux * , 
et on a par conséquent AG = DF ; mais , par hypo-* 
thèse, DF = AC ; donc AG = AC. Mais l'oblique AC 
♦pr. x6. ne peut être égale à AG*, puisqu'elle est plus éloignée 
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de la perpendiculaire AB ; donc il est impossible que 
BG diffère de EF ; donc le triangle ABC est égal au 
triangle DEF. 

PROPOSITION XIX, 

Jâ S BC M £• 

La somme des trois angles d'un triangle ne * % 
peut être plus grande que deux angles droits. 

Soit, s'il est possible , ABC un triangle dans lequel fig.35. 
la spmme des trois angles est plus grande que deux 
angles droits. 

Sur AC prolongé prenez CE = AC ; faites l'angle 
ECD = CAB , le coté CD = AB, joignez DE et BD. 
Le triangle CDE sera égal au triangle BAC , puisr 
qu'ils ont un angle égal compris entre côtés égaux 
chacun à chacun* ; donc on aura l'angle CED = ACB, *pr. 6. 
l'angle CDE = ABC, et le troisième côté ED égal au 
troisième BC. 

Puisque la ligne ACE est droite , la somme des 
angles ACB , BCD , DCE est égale à deux angles 
droits* ; or, on suppose la somme des angles du trian^ *pr. a. 
gle ABC plus grande que deux angles droits ; on aura cor * 3 

donc 

CAB + ABC + ACB > ACB + BCD + ECD ; 
retranchant de part et d'autre ACB' commun et CAB 
= ECD , il restera ABC > BCD ; et parceque les 
côtés AB , BC du triangle ABC , sont égaux aux côtés 
CD, CB du triangle BCD, il s'ensuit que le troisième 
côté AC est plus grand que le troisième BD *. *pr. 10. 

Imaginons maintenant qu'on prolongé indéfini- 
ment la ligne AC , ainsi que la suite des triangles 
égau*. et semblablement placés ABC, CDE, EFG, 
GHI , etc. ; si l'on joint le* sommets voisins par les 
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droites BD , DF , FH , HK , etc. , on formera en 
même temps une suite de triangles intermédiaires 
BGD , DEF , FGH , etc. , qui seront tous égaux entre 
eux, puisqu'ils auront un angle égal compris entre 
côtés égaux chacun à chacun ; dont on aura BD = 
DF = FH = HK,etc. 

Gela posé , puisqu'on a AC > BD , soit la diffé- 
rence AC — BD = D$ il est clair que 2D sera la dif- 
férence entre la ligne droite ACE égale à n AC , et la 
ligne droite ou brisée BDF égale à aBD ; de sorte 
qu'on aura AE — BF = 2D. On aura de même AG 
— BH = 3D , AI — BK = 4D , et ainsi de suite. 
Or , quelque petite que soit la différence D , il est 
évident que cette différence, répétée un nombre de 
fois suffisant, deviendra plus grande qu'une longueur 
donnée. On pourra donc supposer la suite des trian- 
gles prolongée assez loin pour qu'on ait AP — BQ 
i> 2 AB ; et ainsi on aurait AP •> BQ -f- 2AB. Or au 
contraire la ligne droite AP est plus courte que la 
ligne anguleuse ABQP, qui joint les mêmes extré- 
mités À et P , de sorte qu'on aura toujours AP < AB 
4- BQ -f- QP , ou AP < BQ + 2AB ; donc l'hypothèse 
d'où l'on est parti est absurde ; donc la somme des 
trois angles du triangle ABC ne peut être plus grande 
que deux angles droits. 

PROPOSITION XX. 

THBOREHS. 

Dans tout triangle, la somme des trois angles 
est égale à deux angles droits. 

Ayant déjà prouvé que la somme des trois angles 
d'un triangle ne saurait surpasser deux angles droits, 
il reste à démontrer que cette même somme ne peut 
être plus petite que deux angles droits. 
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Soit ABC le triangle proposé, et soit, s'il est pos* fig^s.a. 
sible , la somme de ses angles = aP — Z , P désignant 
un angle -droit , et Z étant la quantité quelconque 
dont on suppose que la somme des angles est plus 
petite que deux angles droits. 

Soit A le plus petit des angles du triangle ÀBC , 
sur le côté opposé BC faites l'angle BCD = ABC , et 
l'angle CBD= ACB; les triangles BCD, ABC, seront 
égaux, comme ayant un côté égal BC adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun *. Par le point D tirez *pr. 7 . 
une ligne droite quelconque EF qui rencontre en E 
et F les deux côtés de l'angle A prolongés (i). 

Puisque la somme des angles de chacun des trian- 
gles ABC , BCD est aP — Z , et que celle de chacun 
des triangles EBD, DCF , ne peut excéder aP*, il *pr. 19. 
s'ensuit que la somme des angles des quatre triangles 
ABC , BCD , EBD , DCF, n'excède pas 4P — aZ + 
4P , ou 8P -r- aZ. Si de cette somme on retranche 
celle des angles en B , C , D, qui est 6P, puisque la 
somme des angles, formés en chacun des points B, 
C , D , est aP* , le reste sera égal à la somme des *pr. a, 
angles du triangle AEF ; donc la somme des angles cor * 3 * 
du triangle AEF n'excède pas 8P *- aZ — 6P, ou 
aP — aZ. 

Ainsi , tandis qu'il faut ajouter Z à ta somme des 
angles du triangle ABC pour en faire deux angles 
droits , il faut ajouter au moins aZ k la somme des 
angles du triangle AEF pour en faire également deux 
angles droits. 

Par le moyen du triangle AEF on construira 
semblablement un troisième triangle , tel qu'il faudra 

| (1) On suppose que A est le plus petit des angles du triangle 
ABC , et qu'en conséquence il est moindre ou non plus grançl 
que deux tiers d'angle droit , afin de rendre plus sensible la pos- 
sibilité qu'une ligne droite menée par le point D" rencontre à 1» 
fois les deux côtés AB , AC , prolongés* 
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ajouter au moins i[L à la somme de ses trois angles 
pour que le tout soit égal à deux angles droits ; et par 
le moyen du troisième on en construira de même un 
quatrième., tel qu'il faudra ajouter au moins 8Z à la 
somme de ses angles , afin que le tout soit égal à deux 
angles droits , ainsi de suite. 

Or, quelque petit que soit Z par rapport à l'angle 
droit P, la suite Z, iZ, 4Z, 8Z, etc. , dont les ter- 
mes croissent en raison double , conduira bientôt à 
un terme égal -à iP ou plus grand que iP. On par- 
viendra donc alors à un triangle tel qu'il faudrait 
ajouter à la somme de ses angles une quantité égale 
ou plus grande que iP , pour que la somme totale 
fût seulement 2P. Cette conséquence est visiblement 
absurde ; donc l'hypothèse d'où Ton est parti ne sau- 
rait subsister , c'est-à-dire qu'il est impossible que la 
somme des angles du triangle ABC soit plus petite que 
deux angles droits : elle ne peut être plus grande en 
vertu de la proposition précédente ; donc elle est égale 
à deux angles droits. \ 

Corollaire I. Deux angles d'un triangle étant don- 
nés , ou seulement leur somme , on connaîtra le troi- 
sième en retranohant la somme de ces angles de deux 
angles droits. 

II. Si deux angles d'un triangle sont égaux à deux 
angles d'un autre triangle, chacun à chacun , le troi- 
sième sera égal au troisième , et les triangles seront 
équiangles entre eux. 

III. Dans un triangle il ne peut y avoir qu'un seul 
angle droit, car s'il y en avait deUx, le troisième angle 
deviendrait nul ; à plus forte raison un triangle ne 
peut-il avoir qu'un seul angle obtus. 

IV. Dans un triangle rectangle la somme des deux 
angles aigus est égale à un angle droit. 

V. Dans un triangle équilatéral , chaqfue angle es.t 
égal au tiers de deux angles droits ou aux deux tiers 
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d'un angle droit ; de sorte que l'angle droit étant 
exprimé par i , l'angle du triangle équilatéral sera 
exprimé par }. 

VI. Dans tout triangle BAC , si on prolonge le côté fig- 4*« 
GA vers D , l'angle extérieur BAD sera égal à la somme 
des deux intérieurs opposés B et C ; car. en ajoutant 
de part et d'autre BAC , les deux sommes sont égales 
à deux angles droits. 

PROPOSITION XXL 

THEOREME. 

La somme de tous les angles intérieurs d'un 
polygone est égale à autant de fois deux angles 
droits qu'il y a d'unités dans le nombre des^ 
côtés moins deux. 

Soit ABCDEF, etc., le polygone proposé; si du fig-4a* 
sommet d'un même angle A , on mené à tous les 
sommets des angles opposés les diagonales AC, AD, 
AE, etc. , il est aisé de voir que le polygone sera par- 
tagé en cinq triangles, s'il a sept côtés ; en six trian- 
gles, s'il avait huit côtés ; et en général en autant de 
triangles que le polygone à de côtés moins deux ; car 
ces triangles peuvent être considérés comme ayant 
pour sommet commun le point A, et pour bases les 
différents côtés du polygone , excepté les deux qui 
forment l'angle A. On voit en même temps que la 
somme des angles de tous ces triangles ne diffère 
point de la somme des angles du polygone ; donc 
cette dernière somme est égale à autant de fois deux 
angles droits qu'il y a de triangles , c'est-à-dire qu'il 
y a d'unités dans le nombre des côtés du polygone 
moins deux. 

Corollaire I. La somme des angles d'un quadri- 
latère est égale à deux angles droits multipliés par 
4 — a , ce qui fait quatre angles droits ; donc si tous 
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les angles du quadrilatère sont égaux , chacun cTeirt 
sera un angle droit : ce qui justifie la définit, xvn, 
où Ton a supposé que les quatre angles d'un qua- 
drilatère sont droits dans le cas du rectangle et du 
quarré. 

II. La somme des angles d'un pentagone est de 1 
angles droits multipliés par 5 — i , ce qui fait 6 angles 
droits ; donc lorsqu'un pentagone est équiangle, c'est- 
à-dire lorsque ses angles sont égaux les uns aux autres , 
chacun d'eux est égal au cinquième de six angles 
droits , ou aux | d'un angle droit. 

III. La somme des angles d'un hexagone est de 
2 X (6 — 2) ou 8 angles droits ; donc dans l'hexagone 
équiangle, chacun des angles est le sixième de 8 an- 
gles droits , ou les | d'un angle droit ; ainsi de suite. 

fig. 43. Scholie. Si on voulait appliquer cette proposition 
à un polygone qui aurait un ou plusieurs angles renr 
tirants , il faudrait considérer chaque angle rentrant 
comme étant plus grand que deux angles droits. Mais 
pour éviter tout embarras nous ne considérerons ici 
et dans la suite que les polygones à angles saillants, 
qu'on peut appeler autrement polygones convexes. 
Tout polygone convexe est tel qu'une ligne droite , 
menée comme on voudra, ne peut rencontrer le con* 
tour de ce polygone qu'en deux points. 

• 

• PROPOSITION XXIL 

THEOREME. 

«g. 36. Si deux lignes droites ÀC, ED , sont perpen- 
diculaires à une troisième AE, ces deux lignés 
seront parallèles , c'est-à-dire qu'elles ne pour- 
ront se rencontrer à quelque distance qu'on les 
prolonge. 

Car si elles se rencontraient en un point , il y 
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aurait deux perpendiculaires OA, OE, abaissées d'un 
même point O sur une même ligne AE i ce qui est 
impossible *. *pr. i5. 

PROPOSITION XXIII. 

THEOREME. 

Si deux lignes droites AC , BD , font avec une fi 6- 3 * 
troisième AB , deux angles intérieurs CAB, ABD, 
dont la somme soit égale à deux angles droits, 
les lignes AC , BD , seront parallèles. 

Si les angles CAB, ABD étaient égaux entre eux, 
ils seraient droits l'un et l'autre , et on tomberait dans, 
le cas de la proposition précédente : supposons donc 
que ces deux angles sont inégaux , et par le point A 
soit abaissée AE perpendiculaire stfr BD. 

Dans te triangle rectangle ABE r la somme des 
deux angles aigus ABE , BAE est égale à un angle 
droit* ; cette somme étant retranchée de celle des *p« , -ao» 
deux angles ABE , BAC , qui , par hypothèse , est égale cor * 
à deux angles droits , il restera l'angle CAE égal à un 
angle droit ; donc les deux lignes AC, BD, sont per- 
pendiculaires à une même ligne AE ; donc elles sont 
parallèles*. *pr.aa. 

PROPOSITION XXIV. 

THEOREME. 

Si deux lignes droites AF, JSD 9 fbnt avec une fig-36-*. 
troisième AB deux angles intérieurs FAB , ABD, 
dont la somme soit moindre ou plus grande que 
deux angles droits , je dis que les deux lignes 
AF , BD , prolongées suffisamment , se rencon- 
treront. 

Menez ÂC de manière que la somme des angles 
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CAB + ABD soit «gale à deux angles droits ; il pourra 
arriver deux cas , selon que l'angle BAF sera plus petit 
ou plus grand que BAC , c'est-à-dire selon que la 
somme donnée FAB + ABD sera plus petite ou plus 
grande que deux angles droits. 

Soit, i° l'angle BAF < BAC ; tirez par le point A 
une oblique quelconque AM qui rencontre BD en M, 
l'angle AMB sera égal à MAC , puisqu'en ajoutant 
de part et d'autre une même quantité MAB -4- ABM, 
les deux sommes sont égales chacune à deux angles 
droits. Prenez maintenant MN = A M , et joignez 
AN ; l'angle AMB , extérieur au triangle MAN , est 
égal à la somme des deux intérieurs opposés MAN , 
♦pr.a* *ANM *; ceux-ci sont égaux entre eux , puisque 
AM = MN ; donc l'angle AMB ou son égal MAC 
est double de MAN ; donc la ligne AN divise en deux 
parties égales l'angle CAM , et rencontre la ligne BD 
en un point N situé à la distance MN = AM. Il suit 
de la même démonstration que si sur la ligne BD 
on prend semblablement NP =x AN , on aura le 
point P où doit aboutir la ligne droite qui divise en 
deux parties égales l'angle CAN. On peut donc 
prendre ainsi successivement la moitié y le quart , 
le huitième, le seizième, etc. de l'angle CAM, et 
les lignes qui opèrent ces divisions rencontreront la 
ligne B D en des points de plus en plus éloignés , 
mais faciles à déterminer, puisqu'on aura successi- 
vement MN = AM, NP = AN, PQ=AP, etc. On 
peut même remarquer que chaque distance d'un 
point d'intersection au point A n'est pas tout-à-fait 
double de la distance de l'intersection précédente ; 
car AN , par exemple , est moindre que AM + MN , 
ou que le double de A M, on a pareillement AP 
< a AN , AQ< 2AP , et ainsi de suite. Mais , en con- 
tinuant de sous-diviser l'angle CAM en raison dou- 
ble , on parviendra bientôt à un angle CAZ plus petit 
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que l'angle donné C AF , et il sera encore vrai que AZ 
prolongée rencontre BD en un point déterminé ; 
donc, à plus forte raison , la ligne AF, située dan* 
l'angle BAZ, rencontrera BD ; donc, si les deux an- 
gles B AF , ABD , font ensemble une somme moindre 
(pie deux angles droits , les lignes AF , BD , prolon- 
gées suffisamment , se rencontreront. 

Supposons , 2 que les deux angles FAB , ABD , fig.36J». 
fassent une somme plus grande que deux angles 
droits ; si on prolonge FA vers G et DB vers E , la 
somme des quatre angles FAB , BAG , ABD , ABE 9 
sera égale à quatre angles droits*; et si on en re- *pr.a. 
tranche FAB -+- ABD plus grande que deux angles 
droits , le reste BAG + ABE sera plus petit que 
deux angles droits ; donc, suivant le premier cas, les 
lignes AG , BE , prolongées suffisamment, doivent se 
rencontrer. 

Corollaire. Par un point donné A on ne peut mener fig.36.a* 
qu'une seule parallèle à la ligne donnée BD ; car il 
n'y a qu'une ligne AG qui fasse la somme des deux 
angles BAC + ABD égale à deux angles droits , celle- 
là est la parallèle demandée c toute autre ligne AF 
ferait la somme des deux angles BAF -f- ABD , plus 
petite ou plus grande que deux angles droits ; donc 
elle rencontrerait la ligne BD. 

PROPOSITION XXV. 

THEOREME. 

Si deux lignes parallèles AB , CD , sont ren- fig. 3 7 . 
contrées par une sécante EF , la somme des deux 
angles intérieurs AGO , GOC , sera égale à deux 
angles droits. 

Car si elle était plus grande ou plus petite , les deux 
lignes AlB , CD , se rencontreraient d'un côté ou de 
l'autre * , et ne seraient pas parallèles. . * pr * a '*' 
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Corollaire I. Si l'angle GOG est droit, l'angle AGO 
doit l'être aussi ; donc toute ligne perpendiculaire à. 
l'une des parallèles esc perpendiculaire à l'autre. 

Corollaire II. Puisque AGO + GOC est égal à 
deux angles droits , et que GOD + GOG est aussi 
égal à deux angles droits , en retranchant de part et 
d'autre GOG , on aura l'angle AGO = GOD. Par 
conséquent les quatre angles aigus EGB, AGO, GOD, 
COF , sont égaux entre eux ; il en est de même des 
quatre angles obtus AGE, OGB, COG, DOF; et en 
même temps , si on ajoute l'un des quatre angles aigus 
à l'un des quatre obtus, la somme fera toujours deux 
angles droits. 

Scholie. On donne ordinairement des noms parti- 
culiers à quelques uns de ces angles comparés deux à 
deux. Nous avons déjà appelé les angles AGO , GOC , 
intérieurs d'un même côté; les angles BGO, GOD , 
ont le même nom ; les angles AGO , GOD , s'ap- 
pellent alternes - internes , ou simplement alternes; 
il en est de même des angles BGO , GOC : les angles 
EGB , GOD , s'appellent internes - externes ; et enfin 
les angles EGB , COF , prennent le nom A'alternes- 
externes. On peut donc regarder comme autant de 
propositions déjà démontrées, les suivantes : 

i° Les angles intérieurs d'un même côté, pris en- | 
semble, valent deux angles droits; 4 

a° Les angles alternes-internes sont égaux ; S 

3° Les angles internes-externes sont égaux ;. ) 

4° Les angles alternes-externes sont égaux. \ 

Réciproquement , si les angles désignés dans un de 
ces cas sont égaux , on peut conclure que les lignes 
auxquelles ils.se rapportent sont parallèles. Soit, par 
exemple, lWe AG0 = G0D ' P uis <I ue GOC +■ 
GOP est égg] a deux droits , on aura aussi AGO -+- 
l " CO^égalàdçJ 1 ^ ro its;âo™neslignesAG,CO,sont 
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PROPOSITION XXVI. 

THÉORÈME. 



Deux lignes AB, CD ,' parallèles à une troi- fi s- 3 *- 
sieme EF, sont parallèles entre elles. 

Menez la sécante PQR perpendiculaire à EF. Puis- 
que AB est parallèle à EF , PR sera perpendiculaire 
à AB* ; de même, puisque CD est parallèle à EF, ïa *pr.a5, 
sécante PR sera perpendiculaire à CD ; donc AB et CD 
sont perpendiculaires à la même ligne PQ , donc elles 
sont parallèles*. • *pr.aa, 

PROPOSITION XXVII. 

THBORSME. 

Deux parallèles sont par-tout également dis- 
tantes* 

Entre les deux parallèles AC , BD , menez par-tout H- *9- 
où tous voudrez Les deux perpendiculaires AB , CD, 
je dis que ces deux perpendiculaires sont égales. 

Les lignes AB , CD , perpendiculaires à l'une des 
parallèles , sont en même temps perpendiculaires à 
l'autre *; et si on mené EF perpendiculaire sur le *?*•**. 
milieu de AC, EF sera aussi perpendiculaire à BD, 
de sorte que tous les angles en A, E, G, B, F, D, 
seront droits: Cela posé , je dis que le quadrilatère 
AEFB peut être placé exactement sur le quadrilatère 
CEFD ; car le côté EF est commun , l'angle AEF est 
égal à FEC , et le côté EA est égal à EC par cons- 
truction ; donc le point A tombera en C. Mais l'angle 
EAB est égal à ECD ; donc AB et CD seront dans 
une même direction. D'ailleurs l'angle EFB = EFD ; 
Uonc FB et FD seront aussi dans la même direc- 
Ition ; donc les deux quadrilatères coïncideront entiè- 
rement l'un avec l'autre, et on aura par conséquent 
AB = CD. 



1 
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et par conséquent AD est parallèle à BG ; donc la 
figure ABCD est un parallélogramme. 

PROPOSITION XXXII. 



THÉORÈME. 



fig. 45. - Les deux diagonales AC , DB , d'un parallélo - 
gramme se coupent mutuellement en deux par- 
ties égales au point O. 

Car en comparant le triangle ADO au triangle COB, 

'pr. a5. on trouve le côté AD = CB , l'angle ADO = CBO * , 
et l'angle D AO = OCB ; donc ces deux triangles sont 

*P r -7- égaux*; donc AO, côté opposé à l'angle ADO, est 
égal à OC , côté opposé à l'angle OBG ; donc aussi 
DO = OB. 

Scholie. Dans le cas Su losange les côtés AB, BC-, 
étant égaux-, les triangles AOB, OBG, ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun, et sont par conséquent 
égaux; d'où il suit que l'angle AOB =BOC, et 
qu'ainsi les deux diagonales d'un losange se coupent 
mutuellement à angles droits. 



1' 
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LE CERCLE ET LA MESURE DES ANGLES. 



DBFIKITIOTfS. 



L La circonférence du cercle est une ligne courbe, fig.46. 
dont tous les points sont également distants d'un 
point intérieur qu'on appelle centre. 
Le cercle est l'espace terminé par cette ligne courbe. 

2Vb B. Quelquefois dans le discours on confond le cercle avec s* 
circonférence ; mais il sera toujours facile de rétablir r exactitude des 
expressions , en se souvenant que le cercle est une surface q*i a longueur 
et largeur , tandis que la circonférence n'est qu'une ligne* 

II. Toute ligne droite CA, CE, CD, etc. , menée 
du centre à la circonférence , s'appelle rayon ou demi' 
diamètre ; toute ligne , comme AB , qui passe par le 
centre , et qui est terminée de part et d'autre à la cir- 
conférence , s'appelle diamètre. 

En vertu de la définition du cercle tous les rayons 
sont égaux ; tous les diamètres sont égaux aussi , et 
doubles du rayon. 

III. On appelle arc une portion de circonférence 
telle que FHG. 

La corde ou sous-tendante de Tare est la ligne droite 
FG qui joint ses deux extrémités. 

IV. Segment est la surface ou -portion de cercle 
comprise entre l'arc et la corde. 

N. B. A la même corde FG répondent toujours deux arcs FHG , 
FEG , et par conséquent aussi deujt segments; mais c*est toujours 
le plus petit dont on entend parler , à moins qu'on n'exprime le 

contraire. 

• ♦ 

3 
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V. Secteur est la partie du cercle comprise entre 
un arc DE , et lesr d^eux rayons CD , CE , menés aux 
extrémités de cet arc. 
fig.47. VI, On appelle ligne inscrite dans le cercle , celle 
dont les extrémités sont à la circonférence , comme 
AB; 

♦ Angle inscrit , un angle tel que BAC, dont le som- 
met est à la circonférence, et qui est formé par deux 
cordes; 

Triangle inscrit , un triangle tel que BAC , dont 
les trois angles ont leurs sommets à la circonférence ; 
Et en général figure inscrite , celle dont tous lés 
angles ont leurs sommets à la circonférence : en même 
temps on dit que le cercle est circonscrit à cette figure. 
fig. 48. VII. On appelle sécante une ligne qui renjcontre la 
circonférence en deux points; telle est AB. 

VIII. ^Tangente est une ligne qui n'a qu'un point 
de commun avecia circonférence ; telle est CD. 
, Le point conaniun M s'appelle .^oi«^ de contact. 
^ IX. Pareillement deux circonférences sont tan- 
gentes l'une à l'autre,, lorsqu'elles n'ont qu'un point 
de commun. 

X. Un polygone est; circonscrit à un cercle } lorsque 
tous ses cotés sont des. umgautes, à la circonférence ; 
dans le même, çap on. dit que le oercle est inscrit 
dans le polygone. 

PROPOSITION PREMIERE. 

TBÉO&3M.JB. 

fig. 49- " Tout diamètre AB divise lç çejcfa et sq. cir.con? 
fèrence en deux parties égales. 

Car si on applique la figure AEB sur AFB , en 
conservant la base commune AB , y il faudra que la 
ligne courbe AEB tombe exactement sur la ligne 
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tourbe AFB , sans quoi il y aurait dans Tune ou 
l'autre des points inégalement éloignés du centre , ce 
qui est contre la définition du cercle. 



PROPOSITION IL 



THBOB.BME. 



Toute corde est plus petite que le diamètre. 

Car si aux extrémités de la corde AD on mené les fig. 49* 
rayons AC , CD , on aura la ligne droite AD < AC + 
CD /ou AD<A& 

Corollaire, Donc Ja plus grande ligne droite qu'on 
puisse inscrire dans un cercle est égale à son diamètre. 

PROPOSITION IIL 

A 



TSBORSTMB. 

* 1 

Une ligne droite ne peut rencontrer une cir» 
conférence en plus de deux points. 

Car si elle là rencontrait en trois , ces trois points 
seraient également distant» du centre ; il y aurait donc 
trois droites égales menées d'un même point sur une , 

même ligne droite, ce qui eât impossible*. *P r * l6 > 

PROPOSITION LV. 

T H £ O B à M,B. 

Dans un même cercle ou dans des cercles 
égaux , les arcs égaux sont sousrtendus par des 
cordes égaies , et réciproquement les cordes 
égales sous-tendent des arcs égaux. 

Le rayon AG étant égal au rayon EO , et l'arc AMD % *>. 
égal à l'arc ENG , je dis que la corde AP sera égale 
à la corde EG. . * 

3. 
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Car le diamètre AB étant égal au diamètre EF , le 
demi-cercle AMDB pourra Rappliquer exactement sur 
le demi-cercle ENGF , et la ligne courbe AMDB coïn- 
cidera entièrement avec la ligne courbe ENGF. Mais 
on suppose la portion AMD égale à la portion ENG ; 
donc le point D tombera sur le point G ; donc la corde 
AD est égale à la corde EG. 

Réciproquement , en supposant toujours le rayon 
AC = EO , si la corde AD = EG , je dis que l'arc AMD 
sera égal à l'arc ENG. 

Car en tirant les rayons CD, OG,ies deux trian- 
gles ACD , EOG , auront les trois côtés égaux chacun 
à chacun , savoir , AC = EO , CD = OG , et AD = 
*n,i. EG; donc ces triangles sont égaux*; donc l'angle 
ACD = EOG. Mais en posant le demi-cercle ADB sutf 
son égal EGF , puisque l'angle ACD = EOG , il est 
clair que le rayon CD tombera sur le rayon OG , et 
le point D sur le point G ; donc l'arc AMD est égal à 
Tare ENG. 

PROPOSITION V. 

THEOREME. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux , 
un plus grand arc est sous-tendu par une plus 
grande corde y et réciproquement (pourvu que 
les arcs dont il s'agit soient moindres qu'une 
demi-circonférence). 

fig. 5o. Car soit l'arc AH plus grand que AD , et soient 
menées les cordes ÀD , AH , et les rayons CD , CH : 
les* deux, côtés AC, CH , du triangle ACH sont égaux 
aux deux côtés AC , CD , du triangle ACD : l'angle 

*io,i. ACH est plus grand que ACD; donc* le troisième 
côté AH est plus grand que le troisième AD ; donc 
la corde qui sous -tend le plus grand arc est la plus 
grande. 
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Réciproquement, si la corde AH est supposée plus 
grande que -A^^gon conclura des mêmes triangles 
que l'angle AdQ^st plus grand que ACD , et qu'ainsi 
l'arc AH est plus grand que AD. 

Scholie. Nous supposons que les arcs dont il s'agit 
sont plus petits que la demi - circonférence. S'ils 
étaient plus grands , la propriété contraire aurait lieu; 
l'arc augmentant , la corde diminuerait , et récipro- 
quement : ainsi l'arc AKBD étant plus grand que 
AKBH , la corde AD du premier- est plus petite que 
la corde AH du second. 

PROPOSITION VI. 

< THEOREME. 

Le rayon CG , perpendiculaire à une corde â g . su 
AB , divise cette corde et l'arc sous-tendu AGB , 
chacun en deux parties égales. 

Menez les rayons CA , CB ; ces rayons sont , par 
rapport à la perpendiculaire CD , deux obliques égales; 
donc ils s'écartent également de la perpendiculaire*; *i6,i. 
doncAD=DB. 

En second lieu , puisque AD=DB , GG est une per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de AB; donc * tout *i 7r t. 
point de cette perpendiculaire doit être également 
distant des deux extrémités A et B. Le poiqt G est un 
de ces points ; donc la distance AG = GB. Mais si la 
corde AG est égale à la corde GB , l'arc AG sera égal 
à l'arc GB * ; donc le rayoji CG , perpendiculaire à la *pr.4- 
corde AB , divise l'arc sous-tendu par cette corde en 
deux parties égales au point G. 

Scholie. Le centre C r le milieu D de la corde AR, 
et le milieu G de l'arc sous-tendu par cette corde, 
sont, trois points situés sur une même ligne perpen- 
diculaire à la corde. Or il suffit de deux points pour 
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déterminer ta position d'une ligne droite; donc toute 
ligne droite qui passe par deux daytoints mention- 
nés , passera nécessairement par le jjpbieme , et sera 
perpendiculaire à la corde. 

Il s'ensuit aussi qtie la perpendiculaire élevée sur 
le milieu d'une corde passe par le centre et par le 
milieu de l'arc sous-tendu par cette corde. 

Car cette perpendiculaire n'est autre que celle qui 
serait abaissée du centre sur la même corde, puis- 
qu'elles passent toutes deux par le milieu de la corde. 

PROPOSITION VIL 



THEOREME. 



**. s*. Par trois points donnés , A , B , C , non en 
ligne droite , on peut toujours faire passer une 
circonférence , mais on n'en peut faire passer 
qu'une. 

Joignez AB, BC 5 et divisez ces deux lignes en deux 
parties égales paàr les perpendiculaires DE , FG ; je 
dis d'abord que ces perpendiculaires se rencontreront 
en un point O. 

Car les lignes DE, FG , se couperont nécessai- 
rement si elles ne sont pas parallèles. Or supposons 
qu'elles fussent parallèles, la ligne AB, perpendicu- 

+25,1. laire à DE, serait perpendiculaire à FG*, et l'angle 
K serait droit; mais BK, prolongement deBD, est 
différente de BF, puisque les trois points A, B, C , 
ne sont pas en ligne droite ; donc il y aurait deux 
perpendiculaires BF , BK, abaissées d'un même point 

*i5, i. sur la même ligne, ce qui est impossible*; donc les 
perpendiculaires DE , FG , se couperont toujours en 
un point O. 

Maintenant le point O, comme appartenant à la 
perpendiculaire DE , est à égale distance des deux 

* 17, i. points A et B* ; le même point O , comme appartenant 
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à la perpendiculaire FG , est à égale distance des 
deux points B, C ; donc les trois distances OA, OB , 
OC , sont égales ; donG la circonférence décrite die 
centre O et du rayon OB passera par lefc trois points 
donnés À, B, C. 

11 est prouvé paT-là qu'on jteut toujours ftirè passer 
une circonférence par trois pôifltfc donnés , non en 
ligne droite ; je dis de plus qu'on n'efri jtéut Faire pas- 
ser qu'une. 

Car s'il y avait une seconde eifetofrf ftsencé qui pas- 
sât par les trois points donnés A> B^ C, son centre 
ne pourrait être hors de la ligne DE% puisqu'alors il ^17, i. 
serait inégalement éloigné de A et &e B ; il ne pour- 
rait être non plus hors de la ligne FG par une raison 
semblable ; donc il serait à la fois sur lefc deux lignés 
DE , FG. Or deux lignes droites ne peuvent se couper 
en plus d'un point ; donc il n'y a iqii'une circonfé- 
rence qui puisse passer par trois points donnés. 

Corollaire. Deux circonférences ne peuvent se 
rencontrer en plus de deux points ; car si elles ' 

avaient trois points communs , elles auraient le même 
centre , et ne feraient qu'une seule et même eirfcon- 
férence. 

PROPOSITION VIW. - . 

THEOREME. 

i 

Deux cordes égales sont également éloignées 
du centre 9 et de deux cofdes inégales , la plus 
petite est là plus éloignée dû centre. 

i° Soit la corde AB = DÉ : divisez ces cordes en £g.53. 
deux également par les perpendiculaires Cfr , CG , et 
tirez les rayons CÀ , CD. 

Les triangles rectangles CAF , DCG , ont les hy* 
poténuses CA, CD, égales ,• de plus le côté AF, 

( 
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moitié de ÂB , est égal au côté DG , moitié de DE ; 

*<&><• donc ces triangles sont égaux % et le troisième côté 
CF est égal au troisième CG ; donc , i° les deux 
cordes égales, AB , DE , sont également éloignées du 
centre. 

2° Soit la corde AH plus grande que DE , Tare 

*pr.5. AKH sera plus grand que Tare DME* : sur Tare 
AKH prenez la partie ANB = DME , tirez la corde 
AB , et abaissez CF , perpendiculaire sur cçtte corde, 
et CI , perpendiculaire sur AH ; il est clair que CF 

*i6,i. est plus grand que CO, et GO plus grand que CI*; 
donc à plus forte raison CF > CI. Mais CF = CG r 
puisque les cordes AB, DE, sont égales; donc on a 
CG > CI ; donc de deux cordes inégales la plus petite 
est la plus éloignée du centre. 

PROPOSITION IX. 

THÉOBÊHE. 

*g. 54. La perpendiculaire BD , menée à T extrémité 

du rajronCA , est une tangente à la circonférence. 

Car toute oblique CE est plus longue que la per- 

* 16,1. pendiculairé CA*; donc le point E est hors du cercle; 
donc la ligne BD n'a que le point A commun arec la 

*déf.8. circonférence ; donc BD est une tangente*. 

Schotie. On ne peut mener par un point donné A 
' qu'une seule tangente AD à la circonférence ; car si 
on en pouvait mener une autre , celle-ci ne serait plus 
perpendiculaire au rayon CA ; donc , par rapport à 
cette nouvelle tangente , le rayon CA serait une oblique, 
et la perpendiculaire , abaissée du centre sur cette 
tangente , serait plus courte que C A ; donc cette pré- 
tendue tangente entrerait dans le cercle , et serait 
une sécante. 
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PROPOSITION X. 



THEOREME. 



Deux parallèles AB , DE , interceptent sur la fig $5. 
circonférence des arcs égaux MN, PQ. 
II peut arriver trois cas. 

r° Si les deux parallèles sont sécantes , menez le 
rayon CH perpendiculaire à la corde MP, il sera en 
même temps perpendiculaire à sa parallèle NQ* ; donc * a 5, i . 
le point H sera à la fois le milieu de Tare MHP et 
celui de l'arc NHQ * ; on aura donc l'arc MH = HP, * 6. 
et l'arc NH = HQ : de là résulte MH — NH = HP 

\ — HQ , c'est-à-dire MN = PQ. 

f a° Si des deux parallèles AB , DE , l'une est se- fig. 56. 
cante, l'autre tangente; au point de contact H menez 
le rayon GH ; ce rayon sera perpendiculaire à la tan- 
gente DE*, et aussi à sa parallèle MP. Mais puisque *g. 

I CH est perpendiculaire à la corde MP, le point H est 
le milieu de l'arc MHP ; donc les arcs MH , HP, corn- 
pris entre les parallèles AB , DE , sont égaux. 

3f Enfin si les deux parallèles DE, IL, sont tan- 
gentes , l'une en H , l'autre en K , menez la sécante 
parallèle AB, vous aurez, par ce qui vient d'être dé- 
montré , MH = HP et MK = KP ; donc l'arc entier 
HMK = HPK, et de plus on voit que chacun de ces 
arcs est une demi-circonférence. 

PROPOSITION XL 



THE 



A 



CREME. 



Si deux circonférences se coupent en deux 
points, la ligne qui passe par leurs centres sera 
perpendiculaire à la corde qui joint les poyits 
d'intersection , et la divisera en deux parties 
égales. 
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fig. 57 Car la ligne AB , qui joint les points^ d'intersection , 
ct 58# est une corde commune aux deux cercles. Or si sur le 
milieu de cette corde on élevé une perpendiculaire , 
* 6. elle doit passer par chacun des deux centres C et D\ 
Mais par deux pointa dofcnés on ne peut mener Qu'une 
seule ligne droite ; donc la ligne droite, qui passe par 
les centres, sera perpendiculaire sur le milieu de la 
corde commune. 

PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Si la distance des deux centres est plus courte 

que la somme des rayons , et si en même temps 

le plus grand rayon est moindre que la somme 

du plus petit et de la distance des centres, lès 

deux cercles se couperont 

fig. 57 Car pour qu'il y ait lieu à intersection, il faut que 

et 58. le triangle CAD sôit possible : il faut donc , non seu- 

fig.57. lement que CD soit < AC + AD, mais aussi que le 

fi*. $8. P ms g raii <î rayon AD soit < AC + CD. Of , toutes les 

fois que le triangle CAD pourra être construit, 11 est 

clair que les circonférences décf ites des centres C et 

D, se couperont en A et B. 

PROPOSITION XIII. 

■ 

«» THÉORÈME. 

fig. 59. Si la distance CD des centrqp de deux cercles 
est égale à la somme de leurs rayons CA , AD , 
ces deux cercles se toucheront extérieurement. 

Il est clair qu'ils auront le point A commun ; mais 
ils n'auront que ce point ; car pour qu'ils eussent deux 
points communs il faudrait que la distance des centres 
fût plus petite que la somme des rayons. 



LIVRE II. 43 

PROPOSITION XIV. 

THÉORIE. 

Si la distance CD des centres de deux cercles fi fr fa- 
it égale à la différence de leurs rayons CA , AD , 
% deux cercles se toucheront intérieurement. 
D'abord il est clair qu'ils ont le point A commun : 
n'en peuvent avoir d'autre ; car pour cela il fau- 
ait que le plus grand rayon AD fut plus petit que la 
mme faite du rayon AG et de la distance des centres 
3*, cte qui n'a pas lieu. *"• 

Corollaire. Donc, si deux cercles se touchent, soit 
térieurement , soit extérieurement, les centres et le 
>int de contact sont sur la même ligne droite. 
Scholie* Tous les cercles qui ont leurs centres sur fig- 5$ 
droite CD , et qui passent par le point A , sont tan- et 6o *' 
nts les uns aux autres ; il n'ont entre eux que le 
ul point A de commun. Et si par le point A on mené 
E perpendiculaire à CD , la droite A£ sera une tan- 
rate commune à tous ces cercles. 

PROPOSITION XV- 



A 



T HBO&EMK. 



Dans le même cercle ou dans des cercles égaux % H- 6l 
es angles égaux ACB , DCE , dont le sommet est 
ui centre , interceptent sur la circonférence des 
ires égaux AB, DE. 

Réciproquement , si les arcs AB , DE , sont 
égaux, les angles ACB , DCE , seront aussi égaux. 
Car, i° si l'angle ACB est égal à l'angle DCE, ces 
deux angles pourront se placer l'un sur l'autre ; et 
comme leurs côtés sont égaux , il est clair que le 
point A tombera en D , et le point B en E. Mais alors 
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Tare AB doit aussi tomber sur l'arc DE : car si les 
deux arcs n'étaient pas confondus en un seul , il y 
aurait dans l'un ou dans l'autre des points inégale- 
ment éloignés du centre, ce qui est impossible ; donc 
Tare AB = DE. 

2° Si on suppose AB. = DE , je dis que l'angle 
ACB sera égal à DCE ; car si ces angles ne sont pas 
égaux , soit ACB le plus grand , et soit pris ACI = 
DCE , on aura , par ce qui vient d'être, démontré , AI 
= DE : mais , par hypothèse , l'arc AB = DE ; donc 
on aurait AI = AB- , ou la partie égale au tout , ce 
qui est impossible ; donc l'angle ACB = DCE. 

PROPOSITION XVI. 

THBORBME. 

fig. 67. Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, 
si deux angles au centre ACB, DCE, sont entre 
eux comme deux nombres entiers, les arcs inter- 
ceptés AB , DE , seront entre eux comme les 
mêmes nombres, et on aura cette proportion : 
Angle ACB : angle DCE :: arc AB : arc DE. 
Supposons , par exemple , que. les angles ACB , 
DCE, soient entre eux comme 7 est à 4; ou, ce qui 
revient au même, supposons que l'angle M, qui ser- 
vira de^commune mesure , soit contenu sept fois dans 
l'angle ACB, et quatre dans l'angle DCE. Les angles 
partiels ACt» , mGn / nCp , etc. DCa? , xCjr 9 etc. 
étant égaux entre eux, les arcs partiels km 9 mn % 
*i5. np, etc. Dx , xy y etc., seront aussi égaux entre eux*; 
donc l'arc entier AB sera à l'arc entier DE comme 
7 est à 4- Or il est évident que le même raisonne- 
ment aurait toujours lieu quand à la place de 7 et 4 
on aurait d'autres nombres quelconques ; donc , si le 
rapport des angles ACB , DCE , peut être exprimé 
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en nombres entiers , les arcs AB , DE , feront entre 
eux comme les angles* ACB , DCE. 

Schalie. Réciproquement , si les arcs AB , DE , 
étaient entre eux comme deux nombres entiers , les 
angles ACB , DCE , seraient entre eux comme les 
mêmes nombres , et on aurait toujours ACB : DCE 
:: AB : DE 5 car les arcs partiels Am 9 mn 9 etc. Dx, 
ry , etc. , étant égaux , les angles partiels AGm, 
mCn, etc. , DCx, xGy , etc. , sont aussi égaux. 

PROPOSITION XYIL 

THEOREME. 

Quelque soit le rapport des deux angles ACB, fig. 63. 
A CD , ces deux angles seront toujours entre eux 
comme les arcs AB , AD , interceptés entre leurs 
côtés et décrits de leurs sommets comme centres 
avec des rayons égaux. 

Supposons le plus petit angle placé dans le plus grand : 
si la proposition énoncée n'a pas lieu , l'angle ACB sera 
à l'angle ACD comme Tare AB est à un arc plus grand 
ou plus petit que AD. Supposons cet arc plus grand , 
et représentons-le par AO , nous aurons ainsi : 

Angle ACB : angle ACD :: arc AB : arc AO. 

Imaginons maintenant que l'arc AB soit divisé en 
parties égales dont chacune soit plus petite que DO, 
il y aura au moins un point de division entre D et O : 
soit I ce point , et joignons CI; lesarcs AB, AI , seront 
entre eux comme deux nombres entiers , et ou aura en 
vertu du théorème précédent : 

Angle ACB : angle AGI :: arc AB:arc AI. 

Rapprochant ces deux proportions l'une de l'autre, 
et observant que les antécédents sont les mêmes, on en 
conclura que les conséquents sont proportionnels , et 
qu'ainsi ; 



46 * GEOMETRIE. » 

Angle ACD : angle ACI :: arc AO : arc AL 

Mais Tare AO est plus grand que Parc AI : il fau- 
drait donc , pour que la proportion subsistât , que 
l'angle ACD fût plus grand que l'angle AGI ; or au 
contraire il est plus petit ; donc il est impossible que 
l'angle ÀCB soit à l'angle ACD comme Parc AB est à 
un arc plus grand que AD. 

On démontrerait par un raisonnement entièrement 
semblable que le quatrième terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AD ; donc il est exactement 
AD ; donc on a la proportion : 

Angle ACB : angle ACD :: arc AB : arc AD. 

Corollaire. Puisque l'angle au centre du cercle et 
Parc intercepté entre ses côtés ont une telle liaison 
que quand l'un augmente ou diminue dans un rap- 
port quelconque, l'autre augmente ou diminue dans 
le même rapport , on est en droit d'établir Pune de 
ces grandeurs pour la mesure de l'autre : ainsi nous 
prendrons désormais Parc AB pour la mesure de 
l'angle ACB. Il faut seulement observer, dans la com- 
paraison des angles entre eux, que les arcs qui leur 
servent de mesure doivent être décrits avec des rayon§ 
égaux $ car c'est ce* que supposent toutes les proposi- 
tions précédentes. 

Scholie I. Il paraît plus naturel de mesurer une 
quantité par une quantité de la même espèce , et 
sur ce principe il conviendrait de rapporter tous 
les angles à l'angle droit : ainsi l'angle droit étant 
l'unité de mesure , un angle aigu serait exprimé par 
un nombre compris entre o et i , et un angle obtus 
par un nombre entre i et 2. Mais cette manière 
d'exprimer les angles ne serait pas la plus commode 
dans l'usage ; on a trouvé beaucoup plus simple de 
les mesurer par des arcs de cercle , à cause de la faci- 
lité de faire des arcs égaux à des arcs donnés , et pour 
beaucoup d'autres raisons. Au reste , si la mesure des 
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angles par les arcs de cercle est en quelque sorte 
indirecte , il n'en" est pas moins facile d'obtenir par 
leur moyen la mesure directe et absolue ; car si Vous 
comparez Tare qui sert de mesure à un angle avec le 
quart de la circonférence , vous aurez le rapport de 
l'angle donné à l'angle droit , ce qui est la mesure 
absolue. 

, Scholie II. Tout ce qui a été démontré dans les 
trois propositions précédentes pour la comparaison 
de&angies avec les arcs , a lieu également pour la com- 
paraison des secteurs avec les arcs : car les secteurs 
sont ^gaux lorsque les angles le sont, et en général ils 
sont proportionnels aux aegtes ; donc deux secteurs 
ACB , ACD , pris dans le mente cercle ou dans des 
cercles égaux , sont entre eux comme les arcs AB , 
AD, bases de ces mêmes secteurs. 

On voit par- là que les arcs de cercle qui servent 
de mesure aux angles peuvent aussi servir de mesure 
aux différents secteurs d'un même cercle ou de cercles 
égaux. 

PROPOSITION X.VIII/ 

THEOREME. 

L'angle inscrit BÀD a pour mesure la moitié fig. 64 
de Varc BD compris entre ses côtés. et65 - 

Supposons d'abord que le centre du cercle soit 
situé dan$ l'angle BAD , on mènera le diamètre AE fig. 64. 
et les rayons GB., CD. L'angle 3CE, Qxjérieuc au 
triangle. AJBÇ >( £st égal à,la soipm^ dos dei*x intérieurs 
CAB, ABC* : mais le triangle BAC étant iso&cçle, *ao,i, 
l'angle CAJB.= AfiC ; donc l'angle BCE est double 
de BAC. L'angle BCE, comme angle au cçntre, a 
pour mesure l'arc BE ; donc l'angjle BAC aura pour 
mesure lit moitié de BE. Par une jaison semblable, 
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l'angle CAD aura pour mesure la moitié de ED ; donc 
BAC + CAD ou BAD aura pour mesure la moitié de 
BE + ED ou la moitié de BD. 

fig. 65. Supposons en second lieu que le centre C soit situé 
hors de l'angle BAJ) , alors menant le diamètre AE , 
l'angle BAE aura pour mesure la moitié de BE , l'angle 
DAE la moitié de DE ; donc leur différeuce BAD aura 
pour mesure la moitié de BE moins la moitié de ED , 
ou la moitié de BD. 

Donc tout angle inscrit a pour mesure, la moitié de 
l'arc compris entre ses côtés. 

fig. 66. Corollaire I. Tous les angles BAC , BDC , etc. , ins- 
crits dans le même segmoat sont égaux ; car ils ont 
pour mesure la moitié de l'arc BOC. 

fig. 67. II. Tout angle BAD inscrit dans le demi-cèrcle 
est un angle droit 5 car il a pour mesure la moitié 
de la demi - circonférence BOD , ou le quart de la 
circonférence. 

Pour démontrer la même chose d'une autre ma- 
nière, tirez le rayon AC^le triangle BAC est iso- 
scele* ainsi l'angle BAC = ABC ; le triangle CAD est 
pareillement î$oscele ; donc l'angle CAD == ADC ; 
donc BAC ■+- CAD ou BAD = ABD ■+- ADB : mais 
si les deux, angles B et D du triangle ABD valent en- 
semble le troisième BAD ; les trois angles du triangle 
vaudront deux fois l'angle BAD , ils valent d'ailleurs 
deux angles droits ; donc l'angle BAD est un angle 
droit. 

fig. 66. III. Tout angle BAC inscrit dans un segment plus 
grand que le demi-cercle est un angle aigu ; car il a 
pour mesure la moitié de l'arc BOC moindre qu'une 
demi-circonférence. 

Et tout angle BOC inscrit dans tm segment plus 
petit que le demi-cercle est un angle obtus ; car il a 
pour mesure la moitié de l'arc BAC plus grand qu'une 
demi-circonférence. ** 
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IV. Les angles opposés A et G d'un quadrilatère, £«.68. 
inscrit ABGD , valent ensemble deux angles droits ; 
car d'angle B AD a pour mesure la moitié de Tare BCD, 
l'angle BCD a pour mesure la moitié de l'arc BAD; 
donc les deux angles BAD , BCD , pris ensemble, ont 
pour mesure la moitié de la circonférence j donc leur 
somme équivaut à deux angles droits* 

PROPOSITION XIX. 

THEOREME. 

L'angle BAC , formé par une tangente et une fi«. 69. 
corde , a pour mesure la moitié de Varc ADC 
compris entre ses côtés. 

Au point de contact A menez le diamètre AD; 
l'angle BAD est droit*, il a pour mesure la moitié de *9* 
la demi-circonférence AMD , l'angle DAC a pour me» 
sure la moitié de DC ; donc BAD 4- DAC ou BAC a 
pour mesure la moitié de AMD , plus la moitié de DC, 
ou la moitié de l'arc entier ADC. 

On démontrerait de même que l'angle CAS a 
pour mesure la moitié de l'arc AC compris entre 
ses côtés. 



Problêmes relatifs aux deux premiers Livres, 



A 



PROBLEME PREMIER. 



Diviser la droite donnée AB en deux parties % 70. 

égales. 

Des points A et B, comme centres, avec un rayon 
plus grand que la moitié de AB , décrivez deux arcs 
qui se coupent en D ,• le point D sera également éloi- 
gné des points A et B : marquez de même au-dessus 
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ou au-dessous de la ligue AB un second point E éga- 
lement éloigné des points A et B : par les deux pour * 
D , E , tirez la ligne DE ; je dis que DE coupera la 
ligne AB en deux parties égales au p»int G. 

Car les deux points D et E étant chacun également 
éloignés des extrémités A et B , ils doivent se trouver 
tous deux dans la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de AB. Mais par deux points donnés il ne peut passer 
qu'une seule Jtigne droite; donc la ligne DE sera cette 
perpendiculaire elle-même qui coupe la ligne AB en 
deux parties égales au point C. 

PROBLEME II. 

%. 71. Par un point A , donné sur la ligne BC , èle** 
ver une perpendiculaire à cette ligne. 

Prenez les points B et C à égale distance de A, en- 
suite des points B et C , comme centres , et d'un rayon 
plus grand que BA, décrivez deux arcs qui se cou- 
pent en D ; tirez AD qui sera la perpendiculaire de- 
mandée. 

, Car le point D , étant également éloigné de B et de 
' C , appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de BC ; donc AD est cette perpendiculaire. 

Scholie. La même construction sert à faire un angle 
droit BAD en un poiut donné A sur une ligne don- 
née BC. 

PROBLBMB III. 

fi g . 7 a D'un point A , donné hors de la droite BD , 
abaisser une perpendiculaire sur cette droite. 

Du point A , comme centre , et d'un rayon suffi- 
samment grand , décrivez un arc qui coupe la ligne 
BD aux deux points B et D ; marquez ensuite un point 
E également distant des points B et D , et tirez AE qui 
sera la perpendiculaire demandée. 

Car les deux points A et E sont chacun également 
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distants des points B et D ; donc la ligne ÀE est per- 
pendiculaire sur le milieu de BD. 



PROBLEME IV. 



Au point A de la ligne AB , faire un angle fig. 73. 
égala V angle donne K. 

Du sommet K., comme centre , et d'un rayon à 
volonté , décrivez l'arc IL terminé aux deux côtés 
de l'angle ; du point A , comme centre, et d'un rayon 
AB égal à Kl , décrivez Tare indéfini BO ; prenez en- 
suite un rayon égal à la corde LI5 du point B, comme 
centre , et de ce rayon , décrivez un arc qui coupe en 
D l'arc indéfini BO ; tirez AD , et l'angle DAB sera 
égal à l'angle donné K, 

Car les deux arcs BD, LI, ont des rayons égaux et 
des cordes égales j donc ils sont égaux* ; donc l'angle * 4, a . 
BAD = IKL. 



PROBLEME V. 

diviser un angle ou un arc donné en deux fig. 74. 
parties égales. 

i° S'il faut diviser l'arc AB en deux parties égales, 
clés points A et B , comme centres , et avec un même 
rayon , décrivez deux arcs qui se coupent en D ; par le 
point D et par le centre C tirez CD qui coupera l'arc 
AB en deux parties égales au point E. . 

Car les deux points C et D sont chacun également 
-distants des extrémités A et B de la corde AB ; donc 
la ligne CD est perpendiculaire sur le milieu de cette 
corde ; donc elle divise l'arc AB en deux parties égales 
au point E \ * 6, 3. 

2 S'il faut diviser en deux parties égales l'angle 
ACB , on commencera par décrire du sommet C , 
comme centre, l'arc AB , çt le reste comme il vient 
d*étre dit. Il est clair que la ligne CD divisera en deux 
parties égales l'angle ACB. 

4> 
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Scholie. On peut par la même construction diviser 
chacune des moitiés AE , EB, en deux parties égales ; 
ainsi , par des sous-divisions successives , on divisera 
un angle ou un arc donné en quatre parties égales , en 
huit, en seize, etc. 



PROBLÈME VI. 



%• 75. Par un point donné A , mener une parallèle 
à la ligne donnée BC. 

Du point A , comme centre , et d'un rayon suffi- 
samment grand, décrivez l'arc indéfini EO ; du point 
E , comme centre , et du même rayon , décrivez Tare 
AF , prenez ED=AF , et tirez AD qui sera la parallèle 
demandée. 

Car en joignant AE, on voit que les angles alternes 
AEF, EAD, sont égaux ; donc les lignas AD, EF, sont 

*a5, 1. parallèles 4 . 



PROBLEME VII. 



6g. 7 6. Deux angles AefB d'un triangle étant don- 
nés, trouver le troisième. 

Tirez la ligne indéfinie DEF , faites au point E l'an- 
gle DEC = A , et l'angle CEH = B : l'angle restant 
HEF sera le troisième angle requis ; car ces trois angles, 
pris ensemble valent deux angles droits. • 



PROBLEME VIII. 



H- 77- Étant donnés deux côtés BetC d'un triangle et 
l'angle A qu'ils comprennent, décrire le triangle. 

Ayant tiré la ligne indéfinie DE , faites au point D 
l'angle EDF égal à l'angle donné A ; prenez ensuite 
DG = B , DH = C , et tirez GH ; DGH sera le triangle 
demandé* 
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A 



PROBLEME IX. 



Étant donnés un côté et deux angles d'un 
triangle , décrire je triangle. 

Les deux angles donnés seront ou tous deux adja- 
cents au côté donné , ou l'un adjacent , l'autre op- 
posé : dans ce dernier cas , cherchez le troisième * , tous * pr . 7. 
aurez ainsi les deux angles adjacents. Cela posé , lirez 
la droite DE égale au côté donné , faites au point D fig. 78. 
l'angle EDF égal à l'un des angles adjacents , et au 
point E l'angle DEG égal à l'autre ; les deux lignes 
DF , EG , se couperont en H , et DEH sera le triangle 
requis. 



PROBLEME X. 



Les trois cotés A , B , C , d'un triangle étant fi g . 79 . 
donnés, décrire le triangle. 

Tirez DE égal au côté A; du point E, comme 
centre , et d'un rayon égal au second côté B , décri- 
vez un arc ; du point D , comme centre , et d'un rayon 
égal au troisième côté C , décrivez un autre arc qui 
coupera le premier en F ; tirez DF , EF , et DEF sera 
le triangle requis. 

Scholie. Si l'un des côtés était plus grand que la 
somme dés deux autres , les arcs ne se couperaient 
pas ; mais la solution sera toujours possible , si la 
somme de deux côtés , pris comme on voudra > est plus 
grande que le troisième. 



PROBLEME XI» 



Étant donnés deux côtés AetB d'un triangle , 
avec l'angle C opposé au cÔtéB y décrire le triangle. 

Il y a deux cas : i° si l'angle C est droit ou obtus, fig 80. 
faites l'angle EDF égal à l'angle C ; prenez DE = A , 
du point E , comme centre y et d'un rayon égal ait 
côté donné B , décrivez un arc qui coupe en F la 
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ligne DF ; lirez EF , et DEF sera le triangle de- 
mandé. 

Il faut dans ce premier cas que le côté B soit plus 
grand que À, car l'angle G étant droit ou obtus, est 
le plus grand des angles du triangle > donc le côté 
opposé doit aussi être le plus grand» 

fig. 81 . 2 Si l'angle G est aigu , et que B soit plus grand que 
A, la même construction a toujours lieu, et DEF est 
le triangle requis. 

fig. 8a. Mais si , l'angle G étant aigu , le côté B est moindre 
que A , alors Tare décrit du centre E avec le rayob. 
EF = B , coupera le côté DF. en deux points F et G , 
situés du même côté de D ; donc il y auia deux trian- 
gles DEF , DEG , qui satisferont également au pro- 
blême. 

Scholie. Le problême serait impossible dans tous 
les cas si le côté B était plus petit que la perpendi- 
culaire abaissée de E sur la ligne DF. 



PROBLEME XII. 



fig. 83. Les côtés adjacents A et B d'un parallélo- 
gramme étant donnés avec V angle C qu'ils corn* 
prennent, décrire le parallélogramme. 

Tirez la ligne DE = A , faites au point D l'angle 
' FDE = C , prenez DF = B ; décrivez deux arcs , l'un 
du point F comme centre, et d'un rayon FG = DE 9 
l'autre du point E , comme centre , et d'un rayon 
EG=DF : au point G, où ces deux arcs se coupent, 
tirez FG, EG; et DEGF sera le parallélogramme 
demandé. 

Car, par construction , les côtés opposés sont égaux; 
* 3o, i. donc la figure décrite est un parallélogramme * , et ce 
parallélogramme est formé avec les côtés donnés et 
l'angle donné. 

Corollaire. Si l'angl*do»nc est droit, la figure sera 
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an rectangle ; si de plus les côtés sont égaux , ce sera 
un quarré. 

PROBLEME XIII. 

Trouver le centre d'un cercle ou d'un arc donné. 

Prenez à volonté dans la circonférence ou dans *£• *4« 
Farc trois points, A; B, C, joignez ou imaginez qu'on 
joigne AB et BC , divisez ces deux lignes en deux par- 
ties égales par les perpendiculaires DE , FG ; le point 
O , où ces perpendiculaires se rencontrent, sera le 
centre cherché. 

Scholie. La même construction sert à faire passer 
une circonférence par les trois points donnés , A , B, C , 
et aussi à décrire ufie circonférence dans laquelle le 
triangle donné ABC soit inscrit. 



PROBLEME XIV. 



Par un point donné mener une tangente à un 
cercle donné. 

Si le point donné A est sur la circonférence, tirez fig. 85. 
le rayon GA , et menez AD perpendiculaire à CA; 
AD sera la tangente demandée *. *9' 2, 

Si le point A est hors du cercle , joignez le point fi s- 86 ' 
A et le centre par la ligne droite CA ; divisez CA en 
deux également au point O ; du point O , comme cen- 
tre , et du rayon OC , décrivez une circonférence qui 
coupera la circonférence donnée au point B ; tirez 
AB, et AB sera la tangente demandée. 

Car en menant CB, l'aagle CBA, inscrit dans le 
demi-cercle, est un angle droit*; donc AB est per- *i8,a. 
pendiculaire à l'extrémité du rayon GB $ donc elle est 
tangente. 

Scholie. Le point A étant hors du cercle, on voit 
qu'il y a toujours deux tangentes égales , AB , AD , 
qui passent par le point A : elles sont égales , car les 
triangles rectangles CBA , CDA , ont l'hypoténuse C A 



v 



56 GÉOMÉTRIE. 

commune , et le côté GB = CD ; donc ils sont 
# i8, i. égaux* ; donc AD = AB , et en même temps l'angle 
CAD=z=CAB. 



PROBLEME XV. 

%• »7- Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC. 

Divisez les angles A et B en deux également par 
les lignes AO et BO qui se rencontreront en O ; du 
point O abaissez les perpendiculaires OD , OE , OF t 
sur les trois côtés du triangle ; je dis que ces perpen- 
diculaires seront égales entre elles ; car., par construc- 
tion, l'angle DAO '=? OAF, l'angle droit ADO=AFO ; 
donc, le troisième angle AOD est égal au troisième 
AOF. D'ailleurs le côté AO est •commun aux deux 
triangles AOD , AOF , et les angles adjacents au côté 
égal sont égaux ; donc ces deux triangles sont égaux ; 
donc DO = OF. On prouvera de même que les deux 
triangles BOD , BOE , sont égaux ; donc OD = OE ; 
donc les trois perpendiculaires OD , OE , OF , sont 
égales entre elles. 

Maintenant si du point O , comme centre , et du 
rayon OD, on décrit une circonférence, il est clair 
que cette circonférence sera inscrite dans le triangle 
ABC ; car le côté AB , perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon OD , est une tangente : il en est de même des 
côtés BC , AC. 

Seholie. Les trois lignes qui divisent en deux égale* 
ment les trois angles , concourent en un même point. 

FROBLEfHE XVI. 

«g. 88 Sur une droite donnée AB , décrire un segment 
et 89> capable de V angle donné C , c'est-à-dire un seg- 
ment tel que tous les angles qui y sont inscrits 
soient égaux à V angle donné C. 

Prolongez AB vers D, faites au point B l'angle 
DBE=C, tirez BO perpendiculaire à BE, et GO per- 
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pendiculaire sur le milieu de AB ; du point de ren- 
contre O, comme centre, et du rayon OB, décrivez 
un cercle , le segment demandé sera AME. 

Car puisque BF est perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon OB, BF est une tangente, et l'angle ABF a 
pour mesure la moitié de Tare AKB * ; d'ailleurs Tan- * *9»*- 
gle AMB, comme angle inscrit, a aussi pour mesure 
la moitié de l'arc AKB ; donc l'angle AMB = ABF = 
EBD = C; donc tous les angles inscrits dans le seg- 
ment AMB sont égaux à l'angle donné C. 

Scholie. Si l'angle donné était droit, le segment cher- 
ché serait le demi-cercle décrit suivie diamètre AB. 



PROBLEME XVII. 



Trouver le rapport numérique de deux lignes 
droites données AB , CD , si toutefois ces deux fig- 9°- 
lignes ont entre elles une mesure commune. 

Portez la plus petite CD sur la plus grande AB au- 
tant de fois qu'elle peut y être contenue ; par exemple, 
deux ibis , avec le reste BE. 

Portez le reste BE sur la ligne CD, autant de fois 
qu'il peut y être contenu, une fois , par exemple, avec 
le reste DF. 

Portez le second reste DF sur le premier BE, au- 
tant de fois qu'il peut y être contenu, une fois, par 
exemple, avec le reste BG. 

Portez le troisième reste BG sur le second DF, au- 
tant de fois qu'il peut y être contenu. 

Continuez ainsi jusqu'à ce que vous ayez un reste 
qui soit contenu un nombre de fois juste dans le pré- 
cédent. 

Alors ce dernier reste sera la commune mesure des 
lignes proposées , et en le regardant comme l'unité, 
on trouvera aisément les valeurs des restes précédents , 
et enfin celles des deux lignes proposées , d'où l'on 
conclura leur rapport en nombres. 
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Par exemple , si l'on trouve que <GB est contei 
deux fois justes dans FD, BG sera la commune mesu 
des deux lignes proposées. Soit BG= i , on aura F^« 
= 2 ; mais EB contient une fois FD plus GB ; doi 
EB = 3 ; CD contient une fois EB plus FD ; doi 
CD = 5; enfin AB contient deux fois CD plus EB< 
donc AB= i3 ; donc le rapport des deux lignes ABj 
CD , est celui de i3 à 5. Si la ligne CD était prise poi 
unité , la ligne AB serait —-, et si la ligne AB était prii 
pour unité, la ligne CD serait -^-. 

Scholie. La ihéthode qu'on vient d'expliquer est h 
même que prescrit l'arithmétique pour trouver le comJ 
mun diviseur de deux nombres ; ainsi elle n'a pas beJ 
soin d'une autre démonstration. 

Il est possible que , quelque loin qu'on continue 
l'opération , on ne trouve jamais un reste qui soit 
contenu un nombre de fois juste dans le précédent. 
Alors les deux lignes n'ont point de commune mesure, 
et sont ce qu'on appelle incommensurables : on en 
verra ci-après un exemple dans le rapport de la dia- 
gonale au côté du quarré. On ne peut donc alors 
trouver le rapport exact en nombres ; mais en négli- 
geant le dernier reste , on trouvera un rapport plus 
ou moins approché , selon que l'opération aura été 
poussée plus ou moins loin. 

PROBLEME XVIII. 

fig-9 1 - Deux angles A etB étant donnés, trouver leur 
commune mesure, s'ils en ont une, et de là leur 
rapport en nombres. 

Décrivez avec des rayons égaux les arcs CD, EF, 
qui servent de mesure à ces angles ; procédez ensuite 
pour la comparaison des arcs CD, EF, comme dans le 
problème précédent ; car un arc peut être porté sur 
un arc de même rayon , comme une ligne droite sur 
une ligne droite. Vous parviendrez ainsi à la com*> 
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te mesure des arcs CD , EF , s'ils en ont une 9 et à 

rapport en nombres. Ce rapport sera le même que 
i des angles donnés*; et si DO est la commune 
iure des arcs, DAO sera celle des angles. 

holie. On peut ainsi trouver la valeur absolue d'un 
[le en comparant Tare qui lui sert de mesure à toute 
ûrconférence : par exemple , si l'arc CD est à la cir- 
Férence comme 3 est à 25 , l'angle A sera les -— de 
itre angles droits , ou •—• d'un angle droit. 
Il pourra arriver aussi que les arcs comparés n'aient 

de commune mesure ; alors on n'aura pour les 
;les que des rapports en nombres plus ou moins 
(proches , selon que l'opération aura été poussée plu& 
moins loin. 
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LIVRE III. 



LES PROPORTIONS DES # FIGURES. 



DEFINITIONS. 



I. J 'appellera lettres équivalentes celles dont les 
surfaces sont égales. 

Deux figures peuvent être équivalentes , quoique 
très dissemblables : par exemple , un cercle peut 
être équivalent à un quarré , un triangle à un rec- 
tangle, etc. 

La dénomination de figures égales sera conservée à 
celles qui étant appliquées Tune sur l'autre, coïncident 
dans tous leurs points : tels sont deux cercles dont 
les rayons sont égaux, deux triangles dont les trois 
côtés sont égaux chacun à chacun , etc. 

IL Deux figures sont semblables , lorsqu'elles ont 
les angles égaux chacun à chacun et les côtés homo- 
logues proportionnels. Par côtés homologues on en- 
tend ceux qui ont la même position dans les deux 
figures , ou qui sont adjacents à des angles égaux. Ces 
angles eux-mêmes s'appellent angles homologues. 

Deux figures égales sont toujours semblables ; mais 
deux figures semblables peuvent être fort inégales. 

III. Dans deux cercles différents, on appelle arcs 
semblables , secteurs semblables , segments * sembla- 
bles , ceux qui répondent à des angles au centre 
égaux. 
6 g . 9a. , Ainsi l'angle A étant égal à l'angle O, l'arc BC 
est semblable à l'arc DE, le secteur ABC au secteur 
ODE, etc. 
IV. La hauteur d'un parallélogramme est la per- 
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pendiculaire EF qui mesure la distance des deux côtés fig. 93. 
ou bases opposées AB , CD. 

V. La hauteur d'un triangle est la perpendiculaire 

AD abaissée du sommet d'un angle A sur le côté op- fig. 94- 
posé BC , qu'on appelle la base. 

VI. La hauteur du trapèze est la perpendiculaire fig. $5. 
EF menée entre ses deux bases parallèles AB, CD. 

VII. TJaire ou la surface d'une figure sont des ter- 
mes, à-peu-près synonymes. L'aire désigne plus parti- 
culièrement la quantité superficielle de la figure en 
tant qu'elle est mesurée ou comparée à d'autres sur- 
faces. 

N. B. Pour l'intelligence de ce livre et des suivants , il 
faut avoir présente la théorie des proportions , pour laquelle 
nous renvoyons aux traités ordinaires d'arithmétique et 
d'alçebre. Nous ferons seulement une observation , qui est 
très importante pour fixer le vrai sens des propositions , et 
dissiper toute obscurité , soit dans l'énoncé , soit dans les 
démonstrations. 

Si on a la proportion A : B : : C : D , on sait que le produit 
des extrêmes A X D est égal au produit des moyens B X C 

Cette vérité est incontestable pour les nombres ; elle l'est < 

aussi pour des grandeurs quelconques , pourvu qu'elles s'exr 
priment ou qu'on les imagine exprimées en nombres ; et c'est 
ce qu'on peut toujours supposer : par exemple , si A, B, C, D, 
sont des lignes , on peut imaginer qu'une de ces quatre lignes, 
ou une cinquième , si l'on veut , serve à toutes de commune 
mesure et soit prise pour unité ; alors A, B, C, D représentent 
chacune un certain nombre d'unités , entier ou rompu, com- 
mensurable ou incommensurable ? et la proportion entre les 
lignes A , B , C , D , devient une proportion de nombres. 

Le produit des lignes A et D, qu'on appelle aussi leur 
rectangle, n'est donc autre chose que le nombre d'unités 
linéaires contenues dans A , multiplié par le nombre d'uni- 
tés linéaires contenues dans B ; et on conçoit facilement que 
ce produit peut et doit être égal à celui qui résulte sembla- 
blementdes lignes B et C. 
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Les grandeurs À et B peuvent être d'une espèce , par 
exemple , des lignes , et les grandeurs C et D d'une autre 
espèce, par exemple , des surfaces ; alors il faut toujours re- 
garder ces grandeurs comme des nombres : À et B s'expri- 
meront en unités linéaires , C et D en unités superficielles , 
et le produit A X D sera un nombre comme le produit B X C. 

En général , dans toutes les opérations qu'on fera sur les 
proportions , il faut toujours regarder les termes de ces pro- 
portions comme autant de nombres , chacun de l'espèce qui 
lui convient , et on n'aura aucune peine à concevoir ces opé- 
rations et les conséquences qui en résultent. 

Nous devons avertir aussi que plusieurs de nos démons- 
trations sont fondées sur quelques unes des règles les plus 
simples de l'algèbre, lesquelles sont fondées elles-mêmes sur 
les axiomes connus : ainsi si l'on a A — B-f-C , et qu'on mul- 
tiplie chaque membre par une même quantité M, on en 
conclut AxM=BxM-fCxM; pareillement si l'on a A= 
B+C et D=£ — C, et qu'on ajoute les quantités égales, 
en effaçant -f- C et — C qui se détruisent , on en conclura 
A-f-D=B-f-E, et ainsi des autres. Tout cela est assez 
évident par soi-même ; mais , en cas de difficulté , il sera 
bon de consulter les livres d'algèbre , et d'entre-méler ainsi 
l'étude des deux sciences* 

PROPOSITION PREMIERE* 

THÉORfiMI. 

Les parallélogrammes qui ont des bases égales 
et des hauteurs égales, sont équivalents. 

fig. 96. Soit AB la base commune des deux parallélogram- 
mes ABCD, ABEF ; puisqu'ils sont supposés avoir la 
même hauteur, les bases supérieures DC, FE, seront 
situées sur une même ligne parallèle à AB. Or on a 
par la nature des parallélogrammes AD=BC, et AF 
=BE; par la même raison on a DC=AB, et FE= 
AB;donc DC=FE; donc, retranchant DC et FE de 
ta même ligne DE , les restes CE et DF seront égaux. 
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Il suit de là que les triangles DAF, CBE, sont équi- 
latéraux entre eux , et par conséquent égaux \ 

Mais si du quadrilatère ÀBED on retranche le tri* 
angle ADF, il reste le parallélogramme ABEF ; et si 
du même quadrilatère ABED on retranche le triangle 
CBE , il reste le parallélogramme ABGD ; donc les 
deux parallélogrammes ABGD, ABEF, qui ont même 
base et même hauteur , sont équivalents. 

Corollaire. Tout parallélogramme ABCD est équi- fig-97- 
valent au rectangle ABEF de même base et de même 
hauteur. 

PROPOSITION IL 

• * 

THEOREME. 

Tout triangle ABC est la moitié duparallélo- H&- 
gramme ABCD quia même base et même hauteur. 

Car les triangles ABC , ACD, sont égaux*. * 3i, i. 

Corollaire I. Donc un triangle ABC est la moitié du 
rectangle BCEF f qui a même base BC et même hau- 
teur AO ; car le rectangle BCEF est équivalent au pa- 
rallélogramme ABCD. 

Corollaire II. Tous les triangles qui ont des bases 
égales et des hauteurs égales , sont équivalents. 

PROPOSITION III. 

THEOREME. 

Deux rectangles de même hauteur sont entre 
eux comme leurs bases. 

Soient ABCD , AEFD , deux rectangles qui ont pour H- 99- 
hauteur commune AD ; je dis qu'ils sont entre eux 
comme leurs bases AB, AE. 

Supposons d'abord que les bases AB , AJ£ , soient 
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commensurables entre elles , et qu'elles soient , par 
exemple , comme les nombres 7 et 4 • si on divise AB 
en sept parties égales, AE contiendra 4 de ces par» 
ties ; élevez à chaque point de division une perpen- 
diculaire à la base , vous formerez ainsi sept rectan- 
gles partiels, qui seront égaux entre eux, puisqu'ils 
auront même base et même hauteur. Le rectangle 
ABCD contiendra sept rectangles partiels, tandis que 
AEFD en contiendra quatre ; dons le rectangle ABCD 
est au rectangle AEFD comme 7 est à 4 ? ou comme 
AB est à AE. Le même raisonnement peut être appli- 
qué à tout autre rapport que celui de 7 à 4> donc, 
quel que soit ce rapport, pourvu qu'il soit commen- 
surable, on aura, 

ABCD : AEFD :: AB : AE. 
%. 100. Supposons , en second lieu , que les bases AB , AE , 
soient incommensurables entre elles ; je dis qu'on n'en 
aura pas moins : 

ABCD: AEFD:: AB : AE. 
Car si cette proportion n'est pas vrarie, les trois pre- 
miers termes demeurant les mêmes , Je quatrième sera 
plus grand ou plus petit que AE. Supposons qu'il 
soit plus grand et qu'on ait , 

ABCD : AEFD ::AB:AO. 
Divisez la ligne AB en parties égales plus petites que 
EO , il y aura au moins un point de division I entre 
E et O : par ce point élevez la perpendiculaire IK ; 
les bases AB , AI, seront commensurables entre elles ; ' 
et ainsi on aura par ce qui vient d'être démontré, 

ABCD:AIKD:: AB:AL 
„ Mais on a, par hypothèse, 

ABCD: AEFD:: AB.AO. 
Dans ces deux proportions les antécédents sont égaux ; 
donc les conséquents sont proportionnels , et il en 

AIKD:AEFD:: AI.AO. 
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Mais AO est plus grand que AI ; donc , pour que 
cette proportion subsistât", il faudrait que le rectangle 
AEFD fût plus grand que AIKD ; or , au contraire , il 
est plus petit ; donc la proportion est impossible ; donc 
ABCD ne peut être à AEFD comme AB est à une 
ligne plus grande que AE. 

Par un raisonnement entièrement semblable , on 
prouverait que le quatrième terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AE ; donc il est égal 
à AE. 

Donc , quel que soit le rapport des bases , deux 
rectangles de même hauteur ABCD , AEFD , sont 
entre eux comme leurs bases AB, AE. 

PROPOSITION IV. 

THEOREME, 

Deux rectangles quelconques ABCD, AEGF, fig.iox. 
sont entre eux comme les produits des buses mul- 
tipliées par les hauteurs , de sorte qu'on a 
ABCD : AEGF : : AB x AD : AE x AF. 

Ayant disposé les deux rectangles de manière que 
les angles en A soient opposés au sommet , prolongez 
les côtés GE , CD , jusqu'à leur rencontre en H ; les 
deux rectangles ABCD , AEHD , ont même hauteur 
AD $ ils sont donc entre eux comme leurs bases 
AB, AE : de même les deux rectangles AEHD, 
AEGF , ont même hauteur AE ; ils sont donc entre 
eux comme leurs bases AD , AF : ainsi on aura les 
deux proportions, 

ABCD: AEHD :: AB:AE, 
AEHD : AEGF :; AD: AF. 

Multipliant ces proportions par ordre , et obser- 
vant que le moyen terme AEHD peut être omis 

5 
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comme multiplicateur commun à l'antécédent et au 
conséquent, on aura, -• ■ 

ABCD:AEGF::ABxAD:AExAF. 
Scholie. Donc on peut prendre pour mesure d'un 
rectangle le produit de sa base par sa hauteur , pourvu 
qu'on entende par ce produit celui de deux nombres, 
qui sont le nombre d'unités linéaires contenues dans 
la base , et le nombre d'unités linéaires contenues dans 
la hauteur. 

Cette mesure , d'ailleurs , n'est pas absolue , mais 
seulement relative ; elle suppose qu'on évalue sem- 
blablement un autre rectangle en mesurant ses côtés 
par la même unité linéaire ; on obtient ainsi un second 
produit, et le rapport des deux produits est. égal à 
celui des rectangles , conformément à la proposition 
qu'on vient de démontrer. 

Par exemple, si la base du rectangle A est de trois 
unités et sa hauteur de dix , le rectangle sera représenté 
par le nombre 3x 10, ou 3o, nombre qui ainsi isolé 
ne signifie rien ; mais si on a un second rectangle B 
dont la base soit de douze unités et la hauteur de sept , 
le second rectangle sera représenté par le nombre 7 
X 12, ou 84 : de là on conclura que les deux rec- 
tangles A et B sont entre eux comme 3o est à 84 ; 
donc, si on convenait de prendre le rectangle A pour 
l'unité de mesure dans les surfaces , le rectangle B au- 
rait alors pour mesure absolue |4, c'est-à-dire qu'il 
serait égal à fj d'unités superficielles. 

Il est plus ordinaire et plus simple de prendre le 
quarré pour l'unité de surface , et on choisit le quarré 
dont le côté est l'unité de longueur ; alors la mesure 
que nous avons regardée simplement comme relative 
devient absolue : par exemple, le nombre 3o, par le- 
fig. 102. quel nous avons mesuré le rectangle A, représente 3o 
unités superficielles , ou 3o de ces quarrés dont le côté 
est égal à l'unité ; c'est ce que la fig. 102 rend sensible 
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On confond assez souvent en géométrie le produit 
de deux lignes avec leur rectangle , et cette expres- 
sion a même passé en arithmétique pour désigner le 
produit de deux nombres inégaux, comme on emploie 
celle de quarré pour exj ' - ' st le produit d'un nombre 
multiplié par lui-même. 

Les quarrés des nombres 1,2,3, etc. sont 1 , 4 > 
9 , etc. Aussi voit -on que le quarré fait sur une ligne 
double est quadruple ; sur une ligne triple il est neuf fig. xo3. 
fois plus grand, et ainsi de suite. 

PROPOSITION V. 

THÉOREMS. 

L'aire d'un parallélogramme quelconque est 
égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Car le parallélogramme ABCD est équivalent au fig-97* 
rectangle ABEF , qui a même base AB et même hau- 
teur BE*; or celui-ci a pour mesure AB x BE** : *i.**4- 
Donc AB X BE est égal à Taire du parallélogramme 
ABCD. 

Corollaire. Les parallélogrammes de même base 
sont entre eux comme leurs hauteurs , et les parallé- 
logrammes de même hauteur sont. entre eux comme 
leurs bases ; car A, B , C étant trois grandeurs quel- 
conques , on a généralement A x C : B x C : : A : B. 

» 

PROPOSITION VI. 

THEOREME. 

L'aire d'un triangle est égale au produit de 
sa base par la moitié de sa hauteur. 

Car le triangle ABC est la moitié du parallèle- fig. 104- 
gramme ABCE, qui a même base BC et même 
hauteur AD* : or , la surface du parallélogramme *a. 

5. 
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= BCx AD* ; donc celle du triangle =-*BCxAD, 
ouBCx-;AD. 

Corollaire. Deux triangles de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases, et deux triangles de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION VIL 

THÉORÈME, 

fig. 10J. L'aire du trapèze ABCD est égale à sa hau- 
teur EF , multipliée par la demi-somme des 
bases parallèles AB, CD. 

Par le point I , milieu du côté CB , menez KL , pa- 
rallèle au côté opposé AD, et prolongez DC jusqu'à 
la rencontre de KL. 

Dans les triangles IBL, ICK, on a le côté IB=IC 

par construction , l'angle LIB = CIK, et l'angle 

*25,i. IBL= ICK, puisque CK et BL sont parallèles*; 

* 7 ,i. donc ces triangles sont égaux*; donc le trapèze 

ABCD est équivalent au parallélogramme ADKL, et 

il a pour mesure EF X AL. 

Mais on a AL = DK , et puisque le triangle I B L 
est égal au triangle K C I , le côté BL = C K ; donc 
ÀB4-CD = AL4-DK = 2 AL, et ainsi AL est la 
demi-somme dés bases AB, CD; donc enfin l'aire 
du trapèze. ABCD est égale à la hauteur EF multi- 
pliée par la demi-somme des bases AB , CD , ce qui 

s'exprime ainsi : ABCD = EF x ( AB ^ CD ) ' 

Scholie* Si par le point I , milieu de BC , on mené 
IH , parallèle à la base AB , le point H sera aussi le 
milieu de AD; car la figure ArfcïL est un parallélo- 
gramme, ainsi que DHIK, puisque les côtés opposés 
sont parallèles : on a donc AH=rILet DH=rIK ; or, 
IL = IK , puisque les triangles BIL , CIK , sont égaux ; 
doncAH=DH. 
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On peut remarquer que la ligne HI = AL = 

AB+CD j „ . , , 

— - — ; donc 1 aire du trapèze peut s exprimer aussi 

pas EF X HI : elle est donc égale à la hauteur du 
trapèze multipliée par la ligne qui joint les milieux 
des côtés non parallèles» 

PROPOSITION VIII. 



THEOREME. 



Si une ligne AC est divisée en deux parties AB, fig. i<>6- 
BC, le quarré fait sur la ligne entière AC con- 
tiendra le quarré fait sur une partie AB , plus le 
quarré fait sur Vautre partie BC , plus deux 
fois le rectangle compris sous les deux parties AB , 

- a 

BC, ce qu'on exprime ainsi, AC ou (AB-t-BC) 
= Â~B + BC + 2AB x BC. 

* 

Construisez le quarré ACDE , prenez AF = AB , 
menez FG. parallèle à AC , et BH parallèle à AE. 

Le quarré ABCD est divisé en quatre parties : la 
première ABIF est le quarré fait sur AB , puisqu'on 
a pris AF = AB : la seconde IGDH est le quarré fait 
sur BC ; car puisqu'on a AC = AE, et AB = AF, la 
différence AC — AB.est égale à la différence AE — 
AF , ce qui donne BC = EF ; mais à cause des paral- 
lèles IG = BC , et DG = EF , donc HIGD est égal au 
quarré fait sur BC. Ces deux parties étant retran- 
chées du quarré total , il reste les deux rectangles 
BCGI , EFIH , qui ont chacun pour mesure AB X BC ; 
donc le quarré fait sur AC , etc. 

Scholie. Qftte proposition revient à celle qu'on 
démontre en algèbre pour la formation du quarré 
d'un binôme, et qui est ainsi exprimée : (a-t-b) 2 = 
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PROPOSITION IX. 

THÉORÈME. 



fig. 107. Si la ligne AC est la différence des deux lignes 

AB , BC , le quatre fait sur AC contiendra le 

quarré de AB , plus le quarré de BC , moins deux 

fois le rectangle fait iur AB e£BC; c'est-à-dire 

quon aura ACou (AB— BC) =AB*+ BC— aAB 

xBC. 

Construisez le quarré ABIF , prenez AE = AC , 
menez CG parallèle à BI , HK parallèle à AB , et ache- 
vez le quarré EFLK. 

Les deux rectangles CBIG , GLKD , ont chacun pour 
mesure AB x BC : si on les retranche de la figure en- 

/ tiere ABILKEA , qui a pour valeur AB + BC, il est 
clair qu'il restera le quarré AGDE; donc, etc. 

Scholie. Cette proposition revient à la formule d'al- 
gèbre (#— by=a*-t-b 3 — aab. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

Le rectangle fait sur la somme et la différence 

de deux lignes , est égal à la différence des 

fig. 108. quarrés de ces lignes : ainsi on a (AB4-BC) x 

(AB— BC)=AB — BC! 

Construisez sur A B et A C les quarrés ABIF, 
ACDE , prolongez AB d'une quantité BK = BC , et 
achevez le rectangle AKLE. 

La base AK du rectangle est la somme des deux 
lignes AB , BC , sa hauteur AE est la différence 
de ces mêmes lignes ; donc le rectangle AKLE = 
(AB-+-BC) X (AB — BC). Mais ce même rectangle 
est composé des deux parties ABHE + BHLK j et 
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la partie BHLK est égale, au rectangle EDGF, car 
BH=DE et BR=EF ; donc AKLE=ABHE-hEDGF, 
Or ces deux parties forment le quarré ABIF moins 
le quarré DHIG , qui est le quarré fait sur BG ; donc 

enfin (AB + BG) X (AB — BC) =ÂB— Bc! 

Scholie. Cette proposition revient à la formule 
d'algèbre (a+ b) (a—b)z=La % — b\ 

PROPOSITION XL 

THEOREME. 

Le quarré- fait sur l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle est égal à la somme des quarrés faits 
sur les deux autres côtés. 

Soit ABC un triangle rectangle en A : ayant formé fig. 109. 
des quarrés sur les trois côtés , abaissez de l'angle 
droit sur l'hypoténuse la perpendiculaire AD que 
vous prolongerez jusqu'en E ; tirez ensuite les diago- 
nales AF, CH. 

L'angle ABF est composé de l'angle ABC plus l'an- 
gle droit CBF : l'angle CBH est composé du même 
angle ABC plus Pangle droit ABH ; donc l'angle ABF 
= HBC. Mais AB'= BH comme côtés d'un même 
quarré , et BF = BC par la même raison ; donc les 
triangles ABF, HBC , ont un angle égal compris entre 
côtés égaux ; donc ils sont égaux *. *6» t. 

Le triangle ABF est la moitié du rectangle BDEF , 
(ou pour abréger BE ) qui a même base BF et même 
hauteur ED *. Le triangle HBC est pareillement la *pr.». 
moitié du quarré AH , car l'angle BAC étant droit 
ainsi que BAL , AC et AL ne font qu'une même 
ligne droite parallèle à HB ; donc le triangle HBC et 
le quarré AH, qui ont la base commune BH, ont 
aussi la hauteur commune AB; donc le triangle est 
la moitié {Lu quarré. 
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On a déjà prouvé que le triangle ABF est égal art 
triangle HBC ; donc le rectangle BDEF , double du 
triangle ABF , est équivalent au quarré AH , double 
du triangle HBC. On démontrera de même que le rec- 
tangle CDEG est équivalent au quarré AI; mais les 
deux rectangles BDEF, CDEG, pris ensemble^ font le 
quarïé BCGF ; donc le quarré BCGF , fait sur l'hypo- 
ténuse , est égal à la somme des quarrés ABHL , ACIK, 
faits sur les deux autres côtés ; ou, en d'autres termes , 

bc = ab + âg! 

Corollaire I. Donc le quarré d'un des côtés de 
l'angle droit est égal au quarré de l'hypoténuse moins 
le quarré de l'autre côté , ce qu'on exprime ainsi : 

àb\==BC — àc! 

t. 

fig. 118. Corollaire IL Soit ABCD un quarré, AC sa dia- 
• gonale; le triangle ABC étant rectangle et isoscele, 

on aura AC = AB 4- BC = 2AB ; donc le quarré 
fait sur la diagonale AC est double du quarré fait 
sur le coté AB. 

On peut rendre sensible cette propriété en menant 
par les points A et C des parallèles à BD , et par les 
points B et D des parallèles à AC : on formera ainsi 
un nouveau quarré EFGH qui sera le quarré de AC. 
Or, on voit que EFGH contient huit triangles égaux 
à ABE , et que ABCD en contient quatre ; donc le 
quarré EFGH est double de ABCD. % 

Puisque AC : AB :: 2 : 1 , on a, en extrayant la ra- 
cine quarrée , AC : AB:: 1/2:1 ; donc la diagonale 
d'un quarré est incommensurable avec son coté* 

C'est ce qu'on développera davantage dans une autre 
occasion. 

*g- «09. Corollaire III. On a démontré que le quarré AH 
est équivalent au rectangle BDEF; or, à cause de la 
hauteur commune BF , lé quarré BCGF est au rec- 
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tangle BDEF comme la base BC est à la base BD ; 
donc , 

EC:AB::BG:BD. 
Donc le quatre de l'hypoténuse est au quatre d'un 
des côtés de Y angle droit comme l'hypoténuse est au 
segment adjacent à ce coté. On appelle ici segment la 
partie de l'hypoténuse déterminée par la perpendicu- 
laire abaissée de Tangle droit; ainsi BD est le segment 
adjacent au côté ÀB, et DC est le segment adjacent au 
côté AC. On aurait semblablement , 

BC 3 :ÂC'::BG:CD. 
Corollaire IV. Les rectangles BDEF , DCGE , ayant 
aussi la même Hauteur , sont entre eux comme leurs 
bases BD, CD. Or, ces rectangles sont équivalents aux 

quarrés AB , AG ; donc , 

ÂB:ÂC::BD:DC. 
Donc les quarrés des deux côtés de l'angle droit sont 
entre eux comme les segments de l'hypoténuse adja- 
cents à ces côtés. 

PROPOSITION XII. 

THEOREME*. 

Dans un triangle ABC , si V angle C est aigu , H 1 
le quarré du côté opposé sera plus petit que la 
somme 1 ' des quarrés des côtés qui comprennent 
V angle C ; et si Y on abaisse AD perpendiculaire 
sur BC , la différence sera égale au double du 
rectangle BC X CD ; de sorte qu'on aura , 

ÂB =ÂC + BC — 2 BC x CD. 

Il y a deux cas. i° Si la perpendiculaire tombe au- 
dedans du triangle ABC , on aura 'BD= BC — CD, 

«t par conséquent * BD= SC + CD — 2 BC x CD. * 9 . 
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PROPOSITION XV. 



THEOREME. 



fig.114. La ligne DE, menée parallèlement à la base 
d'un triangle ABC , divise les côtés AB , AC , 
proportionnellement; de sorte qu'on a AD : DB 
:: AE : EC. 

Joignez BE et D£ ; les deux triangles BDE, DEC, 
ont même base DE; ils ont aussi même hauteur, 
puisque les sommets B et C sont situés sur une parai - 

* 2. lele à la base ; donc ces triangles sont équivalents *. 

Les triangles ADE , BDE , dont le sommet commun 
est E , ont même hauteur et sont entre eux comme 

* 6. leurs bases AD , DB * ; ainsi on a , 

ADE : BDE : : AD : DB. 

Les triangles ADE , DEC , dont le sommet commun 
est D , ont aussi même hauteur , et sont entre eux 
comme leurs bases AE , EC ; donc , 

ADE:DEC::AE:EC. 

Mais le triangle BDE = DEC ; donc , à cause du 
rapport commun dans ces deux proportions , on en 
conclura AD : DB :: AE : EC. 

Corollaire I. De là résulte componendo AD + DB : 
AD :: AE + EC : AE, ou AB : AD :: AC : AE, et aussi 
AB:BD::AC:CE. 
fig. n5. Corollaire II. Si entre deux droites AB , CD, on 
mené tant de parallèles qu'on voudra , AC , EF , GH , 
BD , etc. , ces droites seront coupées proportionnelle- 
ment, et on aura AE:CF :: EG:FH :: GB.-HD. 

Car soit O le point de concours des droites AB , 
CD ; dans le triangle OEF , où la ligne AC est menée 
parallèlement à la base EF , on aura OE : AE : : OF : 
CF , ou OE : OF : : AE : CF. Dans le triangle OGH , on 
aura semblablement OE : EG :: OF : FH , ou OE :OF 
;::EG:FH; donc, à cause du rapport commun, 
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« 

OE : OF , ces deux proportions donnent AE~: CF:: 
EG : FH. On démontrera de la même manière que 
EG : FH : : GB : HD , et ainsi de suite ; donc les lignes 
ÀB , CD , sont coupées proportionnellement par les 
parallèles EF, GH , etc. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

Réciproquement si les côtés AB, AC, sont cou- fig. n6. 
pés proportionnellement par la ligne DE , en 
sorte qu'on ait AD:DB:; AE:EC ; je dis que. la 
ligne DE sera parallèle à la base BC. 

Car si DE n'est pas parallèle à BC , supposons que 
DO en soit une; alors, suivant le théorème précé- 
dent, on aura AD:BD :: AO:OC: Mais, par hypo- 
thèse , AD : DB : : AE : EC ; donc on aurait AO : OC : ; 
AE : EC ; proportion impossible , puisque d'une part \ 

l'antécédent AE est plus grand que AO, et que de 
l'autre le conséquent EC est plus petit que OC ; donc 
la parallèle à BC menée par le point D ne peut dif- 
férer de DE y donc DE est cette parallèle. 

Scholie. La même conclusion aurait lieu si on sup- 
posait la proportion AB : AD : : AC : AE. Car cette pro- 
portion donnerait AB — AD : AD : : AC' — AE : AE , ou 
BD:AD::CE:AE. 

PROPOSITION XVII. 

THEOREME. 

La ligne AD , qui divise en deux parties égales fig. 117. 
V angle BAC d'un triangle ? divisera la base JBC 
en deux segments BD , DC , proportionnels aux 
côtés adjacents AB, AC; Se sorte qu'on aur<\ 
JBD:DC::AB:AC. 
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Par le point Ç menez CE parallèle à AD jusqu'à la 
rencontre de BA prolongé. 

Dans le triangle BGE , la ligne AD est parallèle à 
* i5. la base CE ; ainsi on a la proportion * , 

BD:DC::AB:AE. 
Mais 1 le triangle ACE est isoscele; car, à cause des 
parallèles AD , CE , l'angle ACE = DAC , et l'angle 
♦25,1. AEC = BAD* : or, par hypothèse , DAC = BAD ; 
*i3,i. donc l'angle ACE = AEC, et par suite AE=AC* ; 
substituant donc AC à la place de AE dans la propor- 
tion précédente, on aura, 

BD:DC::AB:AC. 

PROPOSITION XVIII. 

THEOREME. 

Deux triangles èquiangles ont les côtés homo- 
logues proportionnels et sont semblables. 
£g. iig* Soient ABC, CDE, deux triangles qui ont les an- 
gles égaux chacun à chacun , savoir BAC == CDE , 
ABC =DCE , et ACB = DEC ; je dis que les côtés 
homologues ou adjacents aux angles égaux, seront 
proportionnels, de sorte qu'on aura BC:CE::AB: 
CD::AC:DE. 

Placez les côtés homologues BC , CE , dans la même 
direction , et prolongez les côtés BA , ED , jusqu'à ce 
qu'ils se rencontrent en F. 

Puisque BGE est une ligne droite, et que l'angle 

**5,i. BCA = CED , il s'ensuit que AC est parallèle à DE*. 

Pareillement, puisque l'angle ABC = DCE, la ligne 

AB est parallèle à DC ; donc la figure ACDF est un 

parallélogramme. 

Dans le triangle BFE la ligne AC est parallèle à la 
*j5. base FE ; atnsi on a BU: CE :: BA: AF\ A la place de 
AF , mettant son égale CD , on aura , 

BC:CE::BA:CD. 



.»• -■ 



LIVRE lit. « 79 

Dans le même triangle BFE , si on regarde Bf* 
comme la base, CD est une parallèle à cette base, et 
on a la proportion BC:CE:: FD:DE. A la place de 
FD mettant son égale AC , on aura , 

BC:CE::AC:DE. 
Enfin de ces deux proportions qui contiennent le 
même rapport , BC : CE , on peut conclure aussi , 

AC:DE::BA:CD. 
Donc les triangles équiangles BAC, CDE, ont les 
côtés homologues proportionnels : mais , suivant la 
définition II, deux figures, sont semblables lorsque 
elles ont à la fois les angles égaux chacun à chacun 
et les côtés homologues proportionnels ; donc les 
triangles équiangles BAC, CDE, sont deux figures 
semblables. 

Corollaire. Pour que deux triangles soient sem- 
blables il suffît qu'ils aient deux angles égaux chacun 
à chacun , car alors le troisième sera égal de part et 
d'autre , et les^deux triangles seront équiangles. 

Scholie. Remarquez que, dans les triangles sem- 
blables , les côtés homologues sont opposés à des 
angles égaux; ainsi l'angle ACB étant égal à DEC, le 
côté AB est homologue à DC ; de même AC et DE sont 
homologues comme étant opposés aux angles égaux 
ABC , DCE : les côtés homologues étant reconnus , 
on forme aussitôt les proportions : 

AB:DC::AC:DE::BC:CE. 

PROPOSITION XIX. 



A 



THEOREME. 



Deux triangles qui ont les côtés homologues 
proportionnels sont équiangles et semblables. 

Supposons qu'on ait BC : EF : : AB : DE : : AC : DF ; Ce- «o. 
je dis que les triangles ABC, DEF, auront les angles 
égaux , savoir, A=D, BkÉ, C=F. 



II, X. 
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Faites au point E l'angle FEG = B et au point F 
Fangje EFG = C , le troisième G sera égal au troi- 
sième A , et les deux triangles ABC , EFG , seront 
équiangles ; donc on aura par le théorème précédent 
BC : EF : : AB : EG : mais , par hypothèse , BC : EF : : 
AB:DE ' y donc EG = DE. On aura encore , par le 
même théorème , BC : EF : : AC : FG : or on a , par hy- 
pothèse , BC : EF : : AC : DF ; donc FG = DF ; donc 
les triangles EGF , DEF , ont les trois côtés égaux 
chacun à chacun ; donc ils sont égaux *. Mais , par 
construction, le triangle EGF est équiangle au trian- 
gle ABC ; donc aussi les triangles. DEF , ABC , sont 
équiangles et semblables. 

Sckolie I. On voit par ces deux dernières proposi- 
tions , que dans les triangles , l'égalité des angles est 
une suite de la proportionnalité des côtés , et ré- 
ciproquement , de sorte qu'une de ces conditions 
suffit pour assurer la similitude des triangles. Il n'en 
est pas de même dans les figures de plus de trois 
côtés ; car , dès qu'il s'agit seulement des quadrila- 
tères , on peut , sans changer les angles , altérer la 
proportion des côtés , ou , sans altérer les côtés , 
changer les angles ; ainsi la proportionnalité des 
côtés ne peut être une suite de l'égalité des angles , ni 
«g. 121. vice versa. On voit, par exemple, qu'en menant EF 
parallèle à BC , les angles du quadrilatère AEFD 
sont égaux à ceux du quadrilatère ABCD ; mais la pro- 
portion des côtés est différente : de même , sans chan- 
ger les quatre côtés AB , BC , CD , AD r on peut rappro- 
cher ou éloigner le point B du point D x ce qui altérera 
les angles. 

Scholie IL Les deux propositions précédentes qui 
n'en font proprement qu'une , jointes à celle du 
quarré de l'hypoténuse, sont les propositions les plus 
importantes et les plus- fécondes de la géométrie ; 
elles suffisent presque seules à toutes les applications 
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et à la résolution de tous les problèmes : la raison en 
est que toutes les figures peuvent se partager en 
triangles, et un 'triangle quelconque en deux trian- 
gles rectangles. Ainsi les propriétés générales des 
triangles renferment implicitement celles de toutes les 
figures. ■ - * 

PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels , sont semblables. 

Soit l'angle À = D , et supposons qu'on a AB : fig. iaa. 
DE :: AC : DF ; je dis que le triangle ABC est sem- 
blable à DEF. 

Prenez AG = DE et menez GH parallèle à BC , 
l'angle AGH sera égal à l'angle ABC *, et le triangle **5, i. 
AGH sera équiangle au triangle ABC ; on aura donc 
AB : AG :: AC : AH : mais , par hypothèse, AB : DE :: i 
AC : DF , et par construction AG = DE ; donc AH= 
DF. Les deux triangles AGH , DEF, ont donc un 
angle égal compris entre côtés égaux; donc ils sont 
égaux. Or le triangle AGH est semblable à ABC ; donc 
DEF est aussi semblable à ABC. 

PROPOSITION XXL 

THÉORÈME. 

I 

Deux triangles qui ont les côtés homologues 
parallèles y ou qui les ont perpendiculaires cha- 
cun à chacun , sont semblables. 

Car , i° si le côté AB est parallèle à DE , et BC à fig. ia3. 
EF, l'angle ABC sera égal à DEF* j si de plus AC est • *a,x. 
parallèle à DF, l'angle ACB sera égal à DFE, et aussi 

6 * 
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BAC à EDF : dono les triangles ABC, DEF, sont 
équiangles ; donc ils sont semblables. 
fig. ia4- 2° Soit le côté DE perpendiculaire à AB , et le 
côté DF à AC ; dans le quadrilatère AIDH les deux 
angles I et H seront droits ; les quatre angles valent 
♦ai.i. ensemble quatre angles droits*; donc les deux res- 
tants I AH , IDH , valent deux angles droits. Mais les 
deux angles EDF , IDH , valent aussi deux angles 
droits ; donc l'angle EDF est égal à IAH ou BAC : 
pareillement si le troisième côté EF est perpendicu- 
laire au troisième BC , on démontrera que l'angle 
DFE = C , et DEF = B ; donc les deux triangles ABC , 
DÇF, qui ont les côtés perpendiculaires chacun à 
chacun , sont équiangles et semblables. 

Scholie. Dans le cas des côtés parallèles , les côtés 
homologues sont les côtés parallèles , et , dans, celui 
des côtés perpendiculaires, ce sont les côtés perpen- 
diculaires. Ainsi, dans ce dernier cas, DE est homo- 
logue k AB , DF à AC , et EF à BC. 

Le cas des côtés perpendiculaires pourrait offrir 
une situation relative des deux triangles , différente 
de celle qui est supposée dans la fig. ia4> ma ^ l^ga- 
lité des angles respectifs se démontrerait toujours , 
soit parades quadrilatères tels que AIDH , dont deux 
angles sont droits, soit par la comparaison de deux 
triangles qui, avec des angles opposés au sommet, 
auraient chacun un angle droit : d'ailleurs on pour- 
rait toujours supposer qu'on a construit au -dedans 
du triangle ABC un triangle DEF, dont les côtés se- 
raient parallèles à ceux du triangle comparé à ABC % 
et alors k démonstration rentrerait dans le cas de la 
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PROPOSITION XXII. 

| f | T H BOHEME. 

»ij Les lignes AF , AG , etc. menées commp on vou- fig. i*5. 
dra par le sommet d'un triangle, divisent propor-* 
tionnellement la base BC et sa parallèle DE, de 
sorte qu'on d DI r BF : : IK : FG : : KL : : GH , etc. 
Car , puisque DI est parallèle à pF , le triangle 
ADI est équiangle à ABF , et on a la proportion 
DI : BF : : AI : AF ; de même IK étant parallèle à FG , 
on a AI : AF : : IK : FG ; donc , à cause du rapport 
commun AI : AF, on aura DI : BF : : IK : FG. On trou- 
vera semblablement IK:FG :: KL:GH, etc. ; donc la 
ligne DE est divisée aux points I , K , L , comme la 
base BC Test aux points F, G, H. 

Corollaire. Donc , si BC était divisée en parties * 

égales aux points F , G , H , la parallèle DE serait divi- 
sée de même en parties égales aux points I, K, L. 

PROPOSITION XXIIL 

THÉORÈME. 

Si de F angle droit A d'un triangle rectangle on fig . ^ 
abaisse la perpendiculaire AD sur V hypoténuse \ 

i° Les deux triangles partiels ABD , ADC , 
seront semblables entre eux et au triangle total 
ABC; 

2° Chaque côté AB ou AC sera moyen propor- 
tionnel entre V hypoténuse BC et le segment ad* 
jacent BD ou DC ; 

3° La perpendiculaire AD sera moyenne prq- 
portionnelle entre les deux segments BD , DC 

Car, i° le triangle BAD et le triangle BAC ont 
l'angle commun B ; de plus l'angle droit BDA est 
égal à ^'angle droit BAC ; donc le troisième angle 
BAD de l'un est égal au troisième C de l'autre $ donc 

6. 
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ces deux triangles sont équiangles et semblables. On 
démontrera de même que le triangle DAC est sem- 
blable au triangle BAC ; donc les trois triangles sont 
équiangles et semblables entre eux. 

2° Puisque le triangle BÂD est semblable au trian- 
gle BAC, leurs côtés homologues sont proportionnels. 
Or le côté BD dans le petit triangle est homologue 
à BA dans le grand , parcequ'ils sont opposés à des 
angles égaux , BAD , BC A ; l'hypoténuse BA du petit 
es*t homologue à l'hypoténuse BC du grand ; donc on 
peut former la proportion BD : BA : : BA : BC. On 
aurait de la même manière DC: AC :: ACrBC ; donc, 
2° chacun 'des côtés AB, AC, est moyen proportion- 
nel entre l'hypoténuse et le segment adjacent à ce 
côté. 

3° Enfin la similitude des triangles ABD , ADC , 
donne , en comparant les côtés homologues , BD : 
AD::AD:DC; donc, 3° la perpendiculaire AD est 
moyenne proportionnelle entre les segments BD, DC 
de l'hypoténuse. 

Sckoiïe, La proportion BD:AB::AB:BC donne, 
en égalant le produit des extrêmes à celui des moyens, 

AB== BD X BC. On a de même AC a = DC X BC $ 

donc AB + ÂC = BD x BC + DC X BC; le second 
membre est la même chose que ( BD -f- DC ) X BC , 

et il se réduit à BC X BC ou BC ; donc on a AB 

-f- AC = BC ; donc le qaarré fait sur l'hypoténuse 
BC est égal à la somme des quarrés faits .sur les deux 
autres côtés AB , AC. Nous retombons ainsi sur la 
proposition du quarré de J'hypoténuse par une voie 
très-différente de celle que nous avions suivie ; d'où 
Von voit qu'à proprement parler, la proposition du 
quarré de l'hypoténuse est une suite de la propor- 
tionnalité des côtés dans les triangles éqrtiangles. 
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Ainsi les propositions fondamentales de la géométrie 

se réduisent, *pour ainsi dire, à celle-ci seule, que les 

triangles équiangles ont leurs'côtés homologues pro- I 

portionnels. 

Il arrive souvent, comme on vient d'en voir un 
exemple , qu'en tirant des conséquences d'une cm de 
plusieurs propositions , on retombe sur des proposi- 
tions déjà, démontrées. En général ce qui caractérise 
particulièrement les théorèmes de géométrie, et ce 
qui est une preuve invincible de leur certitude , c'est 
qu'en les combinant ensemble d'une manière quel- 
conque, pourvu qu'on raisonne juste, on tombe 
toujours sur des r&ultats exacts. Il n'en serait pas de 
même si quelque proposition étaitiausse, ou n'était 
vraie qu'à-peu-près ;. il arriverait souvent que , par 
la combinaison des propositions entre elles, Terreur 
s'accroîtrait et deviendrait sensible. C'est ce dont on 
voit des exemples dans toutes les démonstrations où 
nous nous servons de la réduction à Vabsurde* Ces 
démonstrations , où l'on a pour but de prouver que 
deux quantités sont égales, consistent à faire voir 
que , s'il y avait entre elles la moindre inégalité , on 
serait conduit par la suite des raisonnements à une 
absurdité manifeste et palpable ; a où l'on est obligé 
de conclure que ces deux quantités sont égales. 

Corollaire. Si d'un point A de la circonférence on £ g . ia? . 
mené les deux cordes AB, AC, aux 'extrémités du 
diamètre BC, le triangle BAC sera rectangle en A*j M8,a. 
donc, i° la perpendiculaire AD est moyenne pro* 

portionnelle entre les deux segments BD, DC , du dîa- 

* — a 

mètre, ou, ce qui revient au même, le quarré AD est 

égal au rectangle BD X DC. 

a° La corde AB est moyenne proportionnelle entre 

le diamètre BC et le segment adjacent BD , ou , ce 

qui revient au même , AB = BD X BC. On a sem- 
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blablement Âc'= CD x BC ; donc AB : AC:: BD : 

DC ; et si on compare AB à BC , on aura ÀB : BC :: 

BD : BC ; on aurait de même AC : BG :: DC : BC. Ces 
rapports des quarrés des côtés , soit entre eux , soit 
avec le quarré de l'hypoténuse, ont été déjà donnés 
dans les corol. m et iv de la prop. xi. 

PROPOSITION XXIY. 



THEOREME. 



Deux triangles qui ont un angle égal Sont 

entre eux comme les rectanglfp des côtés qui 

€g. «s. comprennent l'angle égal. Ainsi le triangle ABÇ 

est au triangle ADE comme le rectangle AB x AC 

est au rectangle AD x AE* 

Tirez BE ; les deux triangles ABE , ADE , dont le 
sommet commun est E , ont même hauteur , et sont 
*6. entre eux comme leurs bases ÀB, AD * ; donc , 

ABE:ADE::AB:AD. 
On a de même > , 

ABC:ABE::AC:AE. 
Multipliant ces deug proportions par ordre , et omet* 
tant le commun terme ABE , on aura , 

ABC:ADE::ABxAC:ADxAE. 
Corollaire. Donc les deux triangles seraient équi- 
valents , si le rectangle AB x AC était égal au rectan- 
gle AD x ÀE , ou si on avait AB : AD :: AE : AC , ce 
qui aurait lieu si la ligne DC était parallèle à BE. 

PROPOSITION XXV. 

THÉORÈME. 

Deux triangles semblables sont entre eux 
" comme les quarrés des côtés homologues. 
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Soit l'angle A 2= D et l'angle B =5 E ; d'abord à fi s- «■• 
cause des angles égaux A et D , on aura par la propo- ' 

sillon précédente , 

ABC:DEF::ABxAC:DExDF. 
On a d'ailleurs à cause de la similitude des triangles , 

AB:DE::AC:DF. 
Et si on multiplie.cette proportion terme à terme par % 

la proportion identique , * 

AC:DF::AC:DF, # 
il en résultera, 

AB x AC:DE x DF :: ÀC* : DF. 
Donc , * 

ABC:DEF::Âc":DF! 
Donc deux triangles semblables ABC , DEF, sont 
entre eux comme les quarrés des côtés homologues 
AG , DF, ou comme les quarrés de deux autres côtés 
homologues quelconques. 

PROPOSITION XXVI. 

THEOREME. 

Deux polygones semblables sont composés 
d'un même nombre de triangles semblables char 
cun à chacun et semblablèment disposés. • 

Dans le polygone ABGDE , ibenez d'un même angle fig. 129. 
A les diagonales AG , AD aux autres angles. Dans 
l'autre polygone FGHIK , menez semblablèment de 
l'angle F homologue à A,Jes diagonales FH, FI aux 
autres angles. 

Puisque les polygones so^t semblables , l'angle ABC 
est égal à son homologue FGH*, et de plus les côtés *déf.** 
AB, BC, sont proportionnels aux côtés FG, GH ; de 
sorte qu'on a AB:FG:: BC:GH. Il suit de là que les 
triangles ABC , FGÈI 9 ont un angle égal -compris 
centre côtés proportionnels ; donc ils sont sembla» 
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♦ao. blés*; donc l'angle BCA est égal à GHF. Ces angles 
égaux étant retranchés des anglef égaux BCD, GHl, 
les restes ACD, FUI seront égaux : mais puisque 
les triangles ABC , FGH sont semblables , on a AG : 
FH::BG:GH ; d'ailleurs, à cause de la similitude 
*déf.a. des polygones*, BC:GH:: CD :HI ; donc AC : 
FH :: CD : HI : mais on a déjà vu que l'angle ACD 
= FHI ; donc les triangles ACD , FHI , ont un angle 
égal compris entre côtés proportionnels ; donc ils 
sont semblables. On continuerait de même à démon- 
trer la similitude des triangles suivants , quel que fût 
le nombre des côtés des polygones proposés ; donc 
deux polygones semblables sont composA d'un même 
nombre de triangles semblables et semblablement dis- 
pesés. 9 

Scholie. La proposition inverse est également vraie : 
si deux polygones sont composés d'un même nombre 
de triangles semblables et semblablement disposés , ces 
deux polygones seront semblables» 

Car la similitude des triangles respectifs donnera 
l'angle ABC = FGH , BCA = GHF , ACD = FHI ; 
donc BCD = GHI , de même CDE = HIK , etc. De 
plus on aura AB : FG :: BC : GH :: AC : FH :: CD : 
HI , etc. ; donc les deux polygones ont les angles 
égaux et les côtés proportionnels ; donc ils sont 
semblables. 

PROPOSITION XXVIL 

THEOREME. 

i 

Les contours ou périmètres des polygones sem- 
blables sont comme les côtés homologues j et leurs 
surfaces comme les quarrés de ces mêmes côtés. 

fig. iag. Car , i° puisqu'on a , par la nature des figures 
semblables , AB : FG :: BC : GH ~ CD : HI , etc. , on 
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peut conclure de cette suite de rapports égaux : La 
somme des antécédents AB -f- BC -j- CD , etc. , péri- 
mètre de la première figure , est à la %omme des con- 
séquents FG H- GH -f- HI , etc. , périmètre de la se- 
conde figure , comme un antécédent est à son consé- 
quent j ou comme le côté AB est à son homologue FG. 
2 Puisque les triangles ABC , FGH sont sembla- 
bles, on a * ABC : FGH :: ACf: FH ; de même les **5. 
triangles semblables ACD , FHI, donnent ACD:FHI 

::'AC : F H ; donc , à cause du rapport commun 

Âêf.Fïf, on a, 

ABC:FGH::ACD:FHL 

- Par un raisonnement semblable on trouverait , 

ACD:FHI::ADE:FIK. 
Et ainsi de suite, s'il y avait un plus grand nombre 

: de triangles. De cette suite de rapports égaux on con- 
clura : La somme des antécédents ABC + ACD H- 
ADE , ou le polygone ABCDE , est à la somme des 

r conséquents FGH -f- FHI -fc- FIK , ou au polygone 

I; FGHIK, comme un antécédent ABC est à son con- 
séquent FGH , ou comme AB est à. FG ; donc les sur- 
faces des polygones semblables sont entre elles comme 
les quarrés des côtés homologues. 

Corollaire. Si on construit trois, figures semblables 
dont les côtés homologues soient égaux aux trois 
côtés d'un triangle rectangle , la figure faite sur le 
grand côté sera égale à la somme des deux autres : 
car ces trois figures sont proportionnelles aux quar- 
rés de leurs côtés homologues ; or le quarré de l'hy- 

f r poténuse est égal à la somme des quarrés des deux 

rs autres côtés ; donc, etc. 

r 

■ 

I 

1 

I 

I 

\ 
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BA X AC = AE X AD ; mais AE=AD-f-DE, etren multi- 

pliant de part et d'autre par AD, on a AE X AD = AD-f- 
♦ a8. AD X DE ; d'ailleurs AD X DE =BD X DC * ; donc enfin , 

BA X^C = AD -f-BD X DC, 
PROPOSITION XXXII. 

THEOREME. 

fig. i34. Dans tout triangle ABC , le rectangle des deux côtés AB , 
AC , est égal au rectangle compris par le diamètre CE du 
cercle circonscrit et la perpendiculaire AD abaissée sur le 
troisième côté BC. 

Car , en joignant AE , les triangles ABD , AEC , sont rec- 
tangles , l'un en D , l'autre en A ; de plus l'angle B = E ; donc * 
ces triangles sont semblables , et ils donnent la proportion 
AB : CE : : AD : AC ; d'où résulte AB X AC=CE X AD. 

Corollaire. Si on multiplie ces quantités égales par la 

même quantité BC , on aura AB X AC X BC=CE X AD X BC. 

* 6. Or , AD X BC est le double de la surface du triangle* ;. donc 

le produit des trois côtés d'un triangle est égal à sa surface 

multipliée par le double du diamètre du cercle circonscrit. 

Le produit de trois lignes s'appelle quelquefois un solide, 
par une raison qu'on verra ci-après. Sa valeur se conçoit 
aisément , en imaginant que les lignes sont réduites en nom- 
bres , et multipliant les nombres dont il s'agit. 

Scholie. On peut démontrer aussi que la surface d y un 
triangle est égale à son périmètre multiplié par la moitié du 
rayon du cercle inscrit. 
fig.37. Car les triangles AOB, BOC, AOC, qui ont leur som- 
met commun en O , ont pour hauteur commune le rayon 
du cercle inscrit ; donc la somme de ces triangles sera 
égale à la somme des bases AB , BC , AC , multipliée par la 
moitié du rayon OD ; donc le triangle ABC est égal à son 
périmètre multiplié par la moitié 4fi rayon du cercle inscrit. 
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PROPOSITION XXXIIL 



THEOREME. 



Dans tout quadrilatère inscrit ABCD , le rectangle des > H- l35 » 
deux diagonales AC , BD , est égal à la somme dès rectan- 
gles des côtés opposés ; de sorte qu'on a 

AC X BD=AB X CD-f-AD X BC. 

Prenez Tare CO=AD , et tirez BO qui rencontre la dia- 
gonale AC en I. 

L'angle ABD=CBI , puisque l'un a pour mesure la moitié 
de AD , et l'autre la moitié de CO égal à AD. L'angle ADB= . 
BCI , parce qu'ils sont inscrits dans le même segment AOB ; 
donc le triangle ABD est semblable au triangle IBC , et on a 
la proportion AD : CI : : BD : BC ; d'où résulte AD X BC = 
€1 X BD. Je dis maintenant que le triangle ABI est semblable 
au triangle BDC ; car Tare AD étant égal à CO , si on ajoute 
de part et d'autre OD , on aura l'arc AO=DC ; donc l'angle 
ABI=DBC; de plus l'angle BAI = BDC, parce qu'ils sont 
inscrits dans le même segment ; donc les triangles ABI , DBC , 
sont semblables , et les côtés homologues donnent la propor- 
tion AB:BD:: AI: CD; d'où résulte AB X*CD = AIxBD. 

Ajoutant les deux résultats trouvés , et observant que 
AïxBD+CIxBD=(AI~|-CI)xBD=ACxBD,onaura 
AD X BC-f- AB X CD= AC X BD. 

Sckolie. On peut démontrer de la même manière un autre 
théorème sur le quadrilatère inscrit. 

Le triangle ABD semblable à BIC, donne la proportion 
BD:BC::AB:BI , d'où résulte BIxBD=BCxAB. Si on 
joint ÇO , le triangle ICO, semblable à ABI , sera semblable 
à BDC, et donnera la proportion BD:CO::DC:OI ; d'où 
résulte OIXBD = COxDC , ou , à cause de CO =AD , 
OI X BD =, AD X DC Ajoutant les deux résultais , et obser- 
vant que BI X BD + OI X BD se réduit à BO X BD , on aura, 
BOxBD=ABxBC-f-ADxDC. 

Si on eût pris BP = AD, et qu'on eût tiré CKP,on au- 
rait trouvé par des raisonnements semblables , 
CP X C A= AB X AD + BC X CD. 



\ 
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Mais l'arc BP étant égal à CO , si on ajoute de part et 
d'autre BC, on aura Tare CBP=BCÔ ; donc la corde CP 
est égale à la corde BO, et par conséquent les rectangles 
BOxBD et CPxCA sont entre eux comme BD est à CA; 
donc , 

BD;CA::ABxBC4-ADXDC:ADxAB4-BCxCD. 

Donc les deux diagonales d'un quadrilatère inscrit sont 
entre elles comme les sommes des rectangles des côtés qui 
aboutissent à leurs extrémités. 

Ces deux théorèmes peuvent servir à trouver les diago- 
nales quand on connaît les côtés. 

PROPOSITION XXXIV. 

tiborIme. 

. i36. S°iï P un point donné au-dedans du cercle sur le rayon 
AC , et soit pris un point Q au- dehors sur le prolongement 
du même rayon , de sorte qu'on ait CP:CA::CA:CQ; si 
d'un point quelconque M de la circonférence on mené aux 
deux points P et Q les droites MP , MQ , Je élis que ces droites 
seront par- tout dans un même rapport, et qu'on aura MP: 

MQ::AP:AQ. 

Car on a, par hypothèse, CP:CA::CA;CQ ; mettant 
CM à la place de CA, on aura CP:CM::CM:CQ; donc les 
triangles CPM , CQM , ont un angle égal C compris entre 
20, 3. côtés proportionnels ; donc ils sont semblables * ; donc le 
troisième côté MP est au troisième MQ comme CP çst à CM 
ou CA. Mais la proportion CP:CA::CA:CQ donne, divi- 
dendo, CP:CA::CA— CP.CQ — CA , ou CP:CA::AP: 
AQ; donc MP:MQ:: AP:AQ. 
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Problèmes relatifs au Livre III. 

PROBLEME PREMIER, 

Diviser une ligne droite donnée en tant de J 

parties égales qu'on voudra, ou en parties pro- 
portionnelles à des lignes données. 

i° Sort proposé de diviser la ligne ÀB en cinq •éM 5 7- 
parties égales ; par l'extrémité A on mènera la droite 
indéfinie ÀG, et prenant ÂG d'une grandeur quel- 
conque, on portera AG cinq fois sur AG. On joindra 
le dernier point de division G et l'extrémité B par la 
ligne GB, puis on mènera CI parallèle à GB; je dis 
que AI sera la cinquième partie de la ligne AB, et 
qu'ainsi en portant AI cinq fois sur AB , la ligne AB 
sera divisée en cinq parties égales. 

Car , puisque CI est parallèle à GB , les côtés AG » 
AB , sont coupés proportionnellement en C et I. Mais 
AC est la cinquième partie de AG; donc AI est la cin- 
quième partie de AB. 

2 Soit proposé de diviser la ligne AB en parties fig. i3S. 
proportionnelles aux lignes données P , Q , R. Par 
l'extrémité A on tirera l'indéfinie AG , on prendra 
*AlC=P, CD=Q, DE^aR, on joindra les extrémi- 
tés E et B,, et par les points C, D, on mènera CI, 
DK, parallèles à EB ; je dis que la ligne AB sera di- 
visée en parties AI, IK, KB, proportionnelles aux 
lignes données P, Q, R. 

Car , à cause des parallèles CI r DK , EB , les parties 
AI, IK, KB, sont proportionnelles aux parties AC, 
CD, DE*; et par construction celles-ci sont égales *iS. 
aux lignes données P, Q, R. 

PROBLÈME XI. 

Trouver une quatrième proportionnelle à trois 
lignes données A, B, C. 



96 GÉOMÉTRIE. 

fig.iîy. Tirez les deux lignes indéfinies DE, DF, sous un 
angle quelconque. Sur DE prenez DA=A et DB=B, 
sur DF prenez DC=C, joignez AC, et par le point 
B menez BX parallèle à AG ; je d^s que DX sera la 
quatrième proportionnelle demandée : car, puisque 
BX est paralle à AG , on a la proportion D A : DB : : 
DC :DX ; or les trois premiers termes de cette propor- 
tion sont égaux aux trois lignes données ; donc DX 
est la quatrième proportionnelle demandée. 

Corollaire. N On trouvera de même une troisième 
proportionnelle aux deux lignes données A, B , car 
elle sera la même que la quatrième proportionnelle 
aux trois lignes A, B, B. 



PROBLEME III. 



Trouver une moyenne proportionnelle entre 
deux lignes données A et B. 
«g. 140. Sur la ligne indéfinie DF prenez DE ;= A , et 
EF = B ; sur la ligne totale DF comme diamètre dé- 
crivez la demi-circonférence DGF ; au point E élevez 
sur le diamètre la perpendiculaire EG , qui rencontre 
la circonférence en G ; je dis que EG sera la moyenne 
proportionnelle cherchée. 

Gar la perpendiculaire GE , abaissée d'un point de 
kt circonférence sur le dianieire, est moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments du diamètre DE, 
♦a3. EF* : or ces segments sont égaux aux lignes données 
A et B. 

PROBLÈME IV. 

%. 141. Diviser la ligne donnée AB en deux parties, 
de manière que la plus grande soit moyenne 
proportionnelle entre la ligne entière et Vautre 
partie. 

, A l'extrémité B de la ligne AB élevez la perpen- 
diculaire. BC égale à la moitié de AB ; du point C 
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comme centre , et du rayon GB décrivez une circon- 
férence ; tirez AC , qui coupera la circonférence en D, 
et prenez AF= AD ; je dis que la ligne AB sera divisée 
au point F de la manière demandée, c'est-à-dire qu'on 
aura AB:AF::AF:FB. 

Car AB,, étant perpendiculaire à l'extrémité du 
rayon CB , est une tangente ; et si on prolonge AG 
jusqu'à ce qu'elle rencontre de nouveau la circon- 
férence en E, on aura* AE : AB :: AB : AD ; donc , *5o 
dividende, AE — AB : AB :: AB — AD : AD, Mais 
puisque le rayon BG est là moitié de AB , le diamètre 
DE est égal à AB , et par conséquent AE — AB = 
AD= AF ; on a aussi , à cause de AF = AD , AB — - 
AD= FB ; donc AF : AB :: FB : AD ou AF ; donc, 
invertendo, AB : AF : : AF : FB, 

Scholie. Cette sorte de division de la ligne AB 
s'appelle division en moyenne et extrême raison : on 
en verra des usages. On peut remarquer que la sé- 
cante AE est divisée en moyenne et extrême raison/ 
au ppint D; car puisque AB = DE, on a AE:DE::i 
DE: AD. 

PROBLEME V. 

JPar un point donné A dans l'angle donné fi$- u*- 
BCD tirer la ligne BD de manière que les parties 
AB , AD , comprises entre le point A et les deux 
côtés de V angle j soient égales. 

Par le point A menez AE parallèle à CD , prenez 
BE = CE , et par les points B et A tirez B AD , qui 
sera la ligne demandée. 

Car AE étant parallèle à CD , on a BE:EC :: BAi 
AD ; or BE = EC ; donc BA= AD. 



PROBLEME VI. 



Faire un quarré équivalent à un parallélor 
gramme ou à un triangle donné. 

7 



? 
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fig. x43. i° Soit ABCD le parallélogramme donné , AB sa 
base , DE sa hauteur : entre AB et DE cherchez une 

*pr. 3. moyenne proportionnelle XY*; je dis que le quarré 
fait sur X Y sera équivalent a» parallélogramme ABCD. 
Car, par construction, AB : XY :: XY : DE ; donc 

XY = AB X DE : or AB x DE est la mesure du pa- 

rallélogramme ; et XY celle du quarré ; donc ils sont 
équivalents. 
fig. 144. a° Soit ABC le triangle donné , BC sa base, AD sa 
hauteur : prenez une moyenne proportionnelle entre 
BC et la moitié de AD, et soit XY cette moyenne ; 
je dis que le quarré fait sur XY sera équivalent au 
triangle ABC. 

Car , puisqu'on a BCrXY :: XY : \ AD , il en ré- 
sulte XY=BC X t AD ; donc le quarré fait sur XY est 
équivalent au triangle ABC. 

PROBLÈME VII. 

fig. 145. Faire sur la ligne donnée AD un rectangle 
ADEX équivalent au rectangle donné ABFC. 

Cherchez une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes AD , AB ; AC , et soit AX cette quatrième pro- 
portionnelle ; je dis que le rectangle fait sur AD et AX 
sera équivalent au rectangle ABFC. 

Car, puisqu'on a ADrAB:: AC:AX, il en résulte 
AD x AXïs= AB X AG ; donc le rectangle ADEX est 
équivalent au rectangle ABFC. 

PROBLEME VIII. 

fig. 148. Trouver en lignes le rapport du rectangle des 
deux lignes données A.etHau rectangle des deux 
lignes données Ç et B. 

Soit X une qaatrieme proportionnelle aux trois 
«lignes, B. C, D; je 4i* q ue le rapport des deux lignes 
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A et X sera égal à celui des deux rectangles À x B, 
CxD, 

Car, puisqu'on a B:C::D:X, # en résulte G xD 
= BxX;donc AxB:CxD::À*BïBxX::A:X:. 

Corollaire. Donc , pour àtoir Yë f&pfoti des quar- 
rés faits sur les lignes donnée^ A et G, cherchez une 
troisième proportionnelle X atà£ lignes A et C, en 
sorte qu'on ait A:C :: C:X, et Waîaurez A*:C a :: 
A:X. ■ • ' . • 

PROBLEME IX. 

Trouver en lignes le rapport du produit, des fig.149. 
trois lignes données A , B, .C, au produit des 
trois lignes données P, Q, R. 

Aux trois lignes données P,A, B, chercher une 
quatrième proportionnelle X? au* t»eis ligne» don-» - 
nées C, Q; R, cherchez un#q)tomMiie proportions 
nelle Y. Les deux lignes X',- Y , êàtant entre etie* 
comme les produits A X B'x G , PxQ'X R. . :»: 

Car , puisque P : A :: B : X,\ on si>A>xB = IlxXj 
et en multipliant de part et d'autre par C, àjxB 
xC = CxPxX. De même, puisque G :Q:: RcY^ 
il en résulte Q X R = G x Y ; et multipliant de part 
et d'autre par P, on a PxQxR = PxCxYj donc 
fe produit A * B X G est au* produit' P X Q X R comme 
Cx P X X est à P X C x Y, où comme X est à Y. ' 



• t ■■ 



PROBLÈME X. . 

t 

m Faire un triangle équivalent à un polygone N 

donné. 

Soit ABCDE le polygone donnée TireK d'abord % *46. 
la diagonale CE , qui retranche le triangle €B(E; jiar 
le point D menez DF parallefe à ÉE jusq^ k ren- 
contre de AE prolongé ; joignez CF , et le polygonle 
ABCDE sera équivalent au polygonfé ABGÎ? qtiï a un 
côté de moins. 
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. Car les triangles CDE , CFE , ont la base commune 
CE ; ils ont aussi même hauteur , puisque leurs som- 
mets D, F, sont situés sur une ligne DF parallèle à 
la base ; donc ces triangles sont équivalents. Ajoutant 
dp part et d'autre la figure ABCE , on aura d'un côté 
le polygone ABGDE # et de l'autre le polygone ABGF, 
qui seront équivalent 

. Qn peut pareillement retrancher l'angle B en substi- 
tuant au triangle ABC le triangle équivalent AGC, et 
ainsi le pentagone AÇCDE sera changé en un triangle 
équivalent GCF. 
-■' ? • te même procédé Rappliquera à toute autre figure; 
car en diminuant d'hn à chaque fois le nombre des 
côtés, on finira par tomber sur le triangle équivalents 
: Scholie. On .a déjà vu que. tout triangle peut être 
* pr . 6. ehartgé -en un quarré équivalent* y ainsi on trouvera 
toujours un quauré équivalent à une figure rectiligne 
damnée^ c ! est ce qu'on appelle quarrer la figure recti- 
ligne , ou en trouver la quadrature. 
, /Le problême de la quadrature du cercle consiste à 
trouvée un quasçé équivalent à un cercle dont le dia- 
nxetrM est donné. .... 



PROBLEME XI. 



t Faire un guarré qiçi soit égal à la somme ou 
à la différence de deux quarrés donnés. 
Soient A et B les côtés des quarrés donnés : 
fig. u 7 . i° S'il faut trouver un quarré égal à la somme de 
des quarrés , tirez les deux lignes, indéfinies ED, EPà 
angle droit; prenez ED=AetEG=B, joignez DG, 
' et, DG sera le «côté du quarré cherché. 
• Car le triangle DEG étant rectangle, le quarré fait 
sur DG est égal à la somme des quarrés faits sur ÈD 
et EG. 

„;.*• S'il fout trouver un quarré égal à la différence 
des quarrés donnés, formez de même l'angle droit 
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FEH , prenez GE égal au plus petit des côtés A et B ; 
du point G, comme centre, et d'un rayon GH égal à 
l'autre côté , décrivez un arc qui coupe EH en H ; je 
dis que le quarré fait sur EH sera égal à la différence 
des quarrés faits sur les lignes A et B. 

Car le triangle G EH est rectangle, l'hypoténuse 
GH = A , et le côté GE = B ; donc le quarré fait sur 
EH, etc. 

Scholie. On peut trouver ainsi un quarré égal à la 
somme de tant de quarrés qu'on voudra ; car la con- 
struction qui en réduit deux à un seul , en réduira 
trois à deux, et ces deux-ci à un , ainsi des autres. Il 
en serait de même si quelques uns des quarrés devaient 
être soustraits de la somme des autres. 



PROBLÊME XII. 



Construire un quarré qui soit au quarré donné fig. i5o. 
ABCD, comme la ligne M est à la ligne N. 

Sur la ligne indéfinie EG, prenez EF = M, et FG 
=N ; sur EG, comme diamètre, décrivez une demi- 
circonférence , et au point F élevez sur le diamètre la 
perpendiculaire F H. Du point H menez les cordes 
HG , HE , que vous prolongerez indéfiniment : sur la 
première prenez HK égale au côté AB du quarré 
donné , et par le point K menez Kl parallèle à EG ; je 
dis que HI sera le côté du quarré cherché. 

Car , à cause des parallèles Kl , GE , on a HI : HK : : 

HE:HG; donc ïïfrHK :: HE.-HG : mais dans, le 
triangle rectangle EHG*, le quarré de HE est au *23. 
quarré de HG comme le segment EF est au segment 

FG , ou comme M est à N ; donc HÏ*: HK:: M : N. 
Mais HK = AB; donc le quarré fait sur HI est au 
quarré fait *ur AB comme M est à N. 
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GEOMÉTRIÏ, 
PROBLÈME XIII. 



fi g- «9. Sur le côté FG, homologue à AB , décrire un 
polygone semblable au polygone donné ABCDE. 

Dans le polygone donné tirez les diagonales AC, 
AD : au point F faites l'angle GFH = BAC , et au 
point G l'angle FGH = ABC ; les lignes FH , GH , se 
couperont en H , et FGH sera un triangle semblable 
à ABC : de même sur FH , homologue à AC , construi- 
sez le triangle FIH semblable à ADC, et sur FI, homo- 
logue à AD, construisez le triangle FIK, semblable à 
ADE. Le polygone FGHIK sera le polygone demandé , 
semblable à ABCDE. 

Car ces deux polygones sont composés d'un même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
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PROBLEME XIV. 



Deux figures semblables étant données , con- 
struire une figure semblable qui soit égale à leur 
somme ou à leur différence. 

Soient A et B deux côtés homologues des figure» 
données ;, cherchez un quarré égal à la somme ou à la 
différence des quarrés faits sur A et B ; soit X le côté 
de ce quarré, X sera dans la figure cherchée le côté 
homologue à A et à B dans les figures données. On 
construira ensuite la figure elle-même par le problême 
précédent. 

Car les figures semblables sont comme les quarrés 
des côtés homologues ; or le quarré du côté X est égal 
à la somme ou à la différence des quarrés faits sur les 
oôtés homologues A et B ; donc la figure faite sur le 
côté X est égale à la somme ou à la différence des 
figures semblables faites sur les côtés A §t B. 
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PROBLEME XV. 



Construire une figure semblable à une figure 
donnée , et qui soit à cette figure dans le rap - 
port donné de M à ST. 

Soit A un côté de la figure donnée, X le côté honu> 
logue dans la figure cherchée ; il faudra que le qparré 
de X soit au quarré de A comme M est à Bf \ On trou- * 27. 
vera donc X par le problème xn; connaissant X, le 
reste s'achèvera par Je problème xiw. 



PROBLEME XVI. 



Construire une figure semblable à la figure P %i5x. 
et équivalente à la figure Q. 

Cherchez le côté M du quarré équivalent à la figure 
P, et le côté N du quarré équivalent à la figure Q. Soit 
ensuite X une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes données M, N , AB ; sur le côté X, homologue 
à AB , décrivez une figure semblable à la figure P ; je 
dis qu'elle sera de plus équivalente à la figure Q* 

Car en appelant Y la figure faite sur le côté X , on 

aura P: Y:: AB:X; mai$, par construction, AB:X:: 

M:N , ou ÂB*: XV. M*: N*; donc P: Y :: M:N. Mais on 
a aussi, par construction , M*=P et N'=:Q; donc 
P: Y :: P:Q; donc Y=Q; donc la figure Y est sem- 
blable à la figure P, et équivalente à la figure Q. 



PROBLEME XVII. 



Construire un rectangle équivalent à un fig.i5a. 
quarré donné C , et dont les côtés adjacents 
fussent une somme donnée AB. 

Sur AB , comme diamètre , décrivez une demi-cir- 
conférence ; menez parallèlement au diamètre la ligne 
DE à une distancé AD égale au côté du quarré donné C. 



I04 GÉOMÉTRIE. 

Du point E, oîi la parallèle coupe la circonférence, 
abaissez sur le diamètre la perpendiculaire EF ; je dis 
que AF et FB seront les côtés du rectangle cherché. 

Car leur somme est égale à ÂB ; et leur rectangle 
V$. AF X FB est égal au quarré de EF * , ou au quarré 
de AD ; donc ce rectangle est équivalent au quarré 
donné C. 

Scholie. Il faut , pour que le problême soit possible, 
que la distance AD n'excède pas le rayon , c'est-à-dire 
que le côté du quarré G n'excède pas la moitié de la 
ligne AB. 

PROBLÊME XVIII. 

fig. i53. Construire un rectangle équivalent à un quarré 
C , et dont les côtés adjacents aient entre eux la 
différence donnée AB. 

Sur la ligne donnée AB, comme diamètre, décri- 
vez une circonférence; à l'extrémité du diamètre, 
menez la tangente AD égale au côté du quarré C : par 
le point D et le centre O tirez la sécante DE ; je dis 
que DE et DF seront les côtés adjacents du rectangle 
demandé. 

Car i° la différence de ces côtés est égale au dia- 
mètre EF ou AB ; a° le rectangle DE x DF est égal 

♦3o. à AD*; donc ce rectangle sera équivalent au quarré 
donné C. 

PROBLEME XIX. 

Trouver la commune mesure ? s' il y en a une r 

entre la diagonale et le côté du quarré. 

fig. i54. Soit ABCG un quarré quelconque , AC sa diagonale» 

Il faut d'abord porter CB sur CA autant de fois 

* P r. i 7 , qu'il peut y être contenu*, et pour cela soit décrit 

hv. a. j u centre q et j u ra y 0n q$ j e demi-cercle DBE : on 

voit que CB est contenu une fois dans AC avec le 
reste AD ; le résultat de la première opération est donc 
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le quotient i avec le reste AD, qu'il/ faut comparer 
avec BG ou son égale AB. 

On peut prendre AF = AD , et porter réellement 
AF sur AB ; on trouverait qu'il y est contenu deux 
fois avec un reste : mais comme ce reste et les suivants 
vont en diminuant, et que bientôt ils échapperaient 
par leur petitesse, ce ne serait là qu'un moyen méca- 
nique imparfait , d'où l'on ne pourrait rien conclure 
pour, décider si les lignes AC, CB, ont entre elles ou 
n'ont pas une commune mesure : or il est un moyen 
très simple d'éviter les lignes décroissantes , et de 
n'avoir à opérer que sur des lignes qui restent toujours 
de la même grandeuï. 

En effet l'angle ABC étant droit, AB est une tan- 
gente , et AE une sécante meriee du même point ; de 
sorte qu'on a* AD:AB:: AB:AE. Ainsi dans la se- *3o. 
conde opération , où il s'agit de comparer AD avec A3, 
on peut, au lieu du rapport de AD à AB , prendre ce- 
lui de AB à AE : or AB ou son égale CD est contenue 
deux fois dans AE avec te reste AD ; donc le résultat 
de la seconde opération est le quotient 2 avec le reste 
AD qu'il faut comparer à AB. 

La troisième opération , qui consiste à comparer AD 
avec AB , se réduira de même à comparer AB ou son 
égale CD avec AE, et on aura encore 2 pour quotient 
et AD pour reste. 

De là on voit que l'opération ne sera jamais termi- 
née , et qu'ainsi il n'y a pas de commune mesure entre 
la diagonale et le côté du quarré ; vérité qui était déjà 
connue par l'arithmétique, (puisque ces deux lignes 
sont entre elles :: 1/2:1)*, mais qui acquiert un *«., 
plus grand degré de clarté par la résolution géomé- 
trique* 

Scholie. Il n'est donc pas possible non plus de 
trouver en nombres le rapport exact de la diagonale 
au côté du quarré ; mais oji peut en approcher tant 
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Corollaire. Les périmètres .de deux polygones ré- 
guliers d'un même nombre de côtés sont entre eux 
comme les côtés homologues , et leurs surfaces sont 
♦37,3. comme les quarrés de ces mêmes côtés*. 

Scholie. L'angle d'un polygone régulier se déter- 
mine par le nombre de ses côtés comme celui d'un 
polygone équiangle. Voyez la propos. XXI, liv. I. 

PROPOSITION IL 

THEOREME. 

Tout polygone régulier peut être inscrit dans 
le cercle, et peut lui être circonscrit. 
fig. i56. Soit ABCDE, etc. le polygone dont il s'agit; ima- 
ginez qu'on fasse passer une circonférence par les 
trois points A , B , C ; soit O son centre , et OP la per- 
pendiculaire abaissée sur le milieu du côté BC ; joignez 
AOetOD. 

Le quadrilatère OPCD et le quadrilatère OPBA 
peuvent être superposés : en effet le côté OP est com- 
mun , l'angle OPC = OPB , puisqu'ils sont droits ; 
donc le côté PC s'appliquera sur son égal PB, et le 
point G tombera en B. De plus , par la nature du 
polygone, «l'angle PCD = PBA ; donc CD prendra la 
direction BA , et puisque CD = BA , le point D tom- 
bera en A , et les deux quadrilatères coïncideront en- 
tièrement l'un avec l'autre. La distance OD est donc 
égale à AO , et par conséquent la circonférence qui 
passe par les trois points A , B , C , passera aussi par 
le point D : mais , par un raisonnement semblable , 
on prouvera que la circonférence qui passe par les 
trois sommets B , C , D , passera par le sommet sui- 
vant E , et ainsi de suite ; donc la même circonfé- 
rence qui passe par les points À , B ,. C , passe par tous 
les sommets des angles du polygone , et le polygone 
est inscrit dans cette circonférence. 
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En second lieu, par rapport à cette circonférence, 
tous les côtés AB , BG , CD , etc, sont des cordes égales ; 
elles sont donc également éloignées du centre * ; donc «8,2. 
si du point O, comme centre, et du rayon OP, on 
décrit une circonférence, cette circonférence tou- 
chera le côté BC et tous les autres côtés du polygone, 
chacun dans son milieu , et la circonférence sera in- 
scrite dans le polygone , ou le polygone circonscrit à 
la circonférence. 

Scholie I. Le point O , centre commun du cercle 
inscrit et du cercle circonscrit, peut être regardé 
aussi comme le centre du polygone , et par cette raison 
on appelle angle au centre l'angle AOB formé par 
les deux rayons menés aux extrémités d'un même 
côté AB. 

Puisque toutes les cordes AB , BC , etc. sont égales , 
il est clair que tous les angles au centre sont égaux, 
et qu'ainsi la valeur de chacun se trouve en divisant 
quatre angles droits par le nombre des côtés du po- 
lygone. 

Scholie II. Poiir inscrire un polygone régulier d'un 
certain nombre de côtés dans une circonférence don- 
née , il ne s'agit que de diviser la circonférence en 
autant de parties égales que le polygone doit avoir de 
côtés; car, les arcs étant égaux, les cordes AB, BC, fig,x 58. 
CD , etc. seront égales ; les triangles ABO , BOC , 
COD , etc. seront égaux aussi 7 parcequ'ib sont équi- 
latéraux entre eux; donc tous les angles ABC, BCD ft 
CDE, etc. seront ^gaux; donc la figure ABCDE^, etc. 
sera un polygone régulier. 

PROPOSITIONTII. 

PROBLÈME. 

* 

Inscrire un quarré dans une circonférence 
donnée. 
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fig. 157. Tirez deux diamètres AC , BD , qui se coupent à 
angles droite ; joignez les extrémités A , B, C , B, et la 
figuré ABCD sera le quarré inscrit : car les angles 
AOB, BOC, etc. étant égaux, les cordes AB, BC,etc, 
sont égales. 

Scholie. Le triangle BOC étant rectangle et isoscele, 

*ii ; 3. ona*BC:BO:: 1/2:1; donc le côté du quarré inscrit 
est au rayon comme la racine quarrée de % est à 
l'unité. 

PROPOSITION IV. 



PROBLEME. 



Inscrire un hexagone régulier et un triangle 
êquilatèral dans une circonférence donnée. 
fig. i58. Supposons le problême résolu, et soit AB un coté 
de l'hexagone inscrit; si on mené les rayons AO, OB; 
je dis que le triangle AOB sera équilatéral. 

Car Pangle AOB est la sixième partie de quatre an- 
gles droits ; ainsi en prenant l'angle droit pour unité, 
on aura AOB =4 = }: les deux autres angles ABO, 
BAO, du même triangle valent ensemble 2 — | ouj, 
et comme ils sont égaux, chacun d'eux =|; donc le 
triangle ABO est équilatéral ,• donc le côté de l'hexa- 
gone inscrit est «gai au rayon. 

II suit de là que pour inscrire un hexagone régu- 
lier dans une circonférence donnée, -il 'faut porter le 
rayon six fois sur la circonférence, ce qui ramènera 
au même point d'où on était parti; 

L'hexagone ABCDÊF étant inscrit, si l'on joint les 
sommets des angles alternativement , on formera le 
triangle équilatéral AGE. I 

Scholie. La figure ABCO est un parallélogramme et 
même un losange , puisque ÀR=2= BC = CO = AO j 

donc * la somme des quarres des diagonales AC -fi 

**4,3- BO, est égale à la somme des quar-rés des côtés 1 , 
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laquelle est 4 AB ou 4 BO '•> retranchant de part et 



d'autre BO, il restera AC= 3BO; donc AC : BO:: 
3 : i , ou AC:BO ;: v/3: i ; donc le côté du triangle 
équïlatéral inscrit est au rayon comme la racine 
(juarrée de 3 est à l'unité. 

PROPOSITION y. v 

PROBLÈME. 

Inscrire dans un cercle donné un décagone 
régulier, ensuite un pentagone et un pente- dé- 
cagone. 

Divisez le rayon OA en moyenne et extrême raison fi g . i5^ 
au point M*> prenez la corde AB égale au plus grand *pr ol >4 
segment OM, et AB sera le côté du décagone régulier liv * â# 
qu'il faudra porter dix fois sur la circonférence. 

Car en joignant MB , on a par construction AO : 
OM :: OM: AM ; ou, à cause de AB s=OM, AO: AB 
:: AB:AM ; donc les triangles ABO, AMB, ont un 
angle commun A compris entré côtés proportionnels; 
donc ils sont semblables*. Le triangle OAB est isos- *ao,3« 
celé ; donc le triangle AMB l'est aussi , et on a AB= 
BM : d'ailleurs AB = OM; donc aussi MB;=OM; 
donc le triangle BMO est isoscele. 

L'angle ÀMB , extérieur au triangle isoscele BMO , 
est double de l'intérieur O* ; or l'angle AMB=MAB; *ao, i. 
donc le triangle OAB est tel que chacun des angles à 
la base , OAB ou OBA , est double die l'angle du som- 
met O ; donc ta trois angles du triangle raient cinq 
fois l'angle O , et amsi l'angle O est la cinquième 
partie de deux angles droits, ou la dixième de qua- 
tre; donc l'arc AB est la dixième partie de la cir- 
conférence , et la corde AB est le côté du décagone 
régulier. 
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Corollaire I. Si on joint de deux en deux les angles 
du décagone régulier , on formera le pentagone régu- 
lier ACEGI. 

Corollaire IL AB étant toujours le côté du déca- 
gone , soit AL le côté de l'hexagone ; alors l'arc BL 
sera , par rapport à la circonférence , } — £■ ou— ; donc 
la corde BL sera le côté du penté-décagone ou poly- 
gone régulier de i5 côtés. On voit en même temps 
que l'arc CL est le tiers de CB. 

Scholie. Un polygone régulier étant inscrit, si on 
divise les arcs sous-tendus par ses côtés en deux par- 
ties égales, et qu'on tire les cordes, des demi -arcs, 
celles - ci formeront un nouveau polygone régulier 
d'un nombre de côtés double : ainsi on voit que le 
quarré peut servir à inscrire successivement les po- 
lygones réguliers de 8, 16, 3a, etc. côtés. De même 
l'hexagone servira à inscrire les polygones réguliers 
de 12, a4 * 48, etc. côtés; le décagone, des polygones 
de ao , 4° 9 8o , etc. côtés ; le pente - décagone , des 
polygones de 3o, 6o, iao* etc. côtés (i). 

PROPOSITION VI. 

PROBLÈME. 

fig. x6o. Etant donné le * polygone régulier inscrit 
ABCD . etc. , circonscrire à la même circonfë-, 
rence un polygone semblable. 

•■ (i) Jusqu'à présent on a cru que ces polygones étaient les seuls 
qui pussent être inscrits par les procédés de la géométrie élémen- 
taire , ou , ce qui revient au même , par la résolution des équations 
du premier, et du second degré : mais un géomètre de Bruns- 
wick , nommé Ch. Fred. Gauss , vient de prouver, dans un ou- 
vrage intitulé Discjuisitiones Arithmcticœ , Lipsiœ, 1801 , qu'on 
peut inscrire par de semblables moyens le polygone régulier de 

dix-sept côtés , et en général celui de a -f- 1 côtés , pourvu qu« 

2+i soit un nombre premier. 



\ 



I 

LIVRE IV. Il3 

Au point T , milieu de l'arc AB , menez la tangente 
GH, qui sera parallèle à AB*; faites la même chose *io,a. 
au milieu de chacun des autres arcs BC , CD , etc. ; 
ces tangentes formeront par leurs intersections le po- 
lygone régulier circonscrit GHIK, etc. semblable au 
polygone inscrit. 

Il est aisé de voir d'abord que les trois points , 
B , H , sont en ligne droite , car les triangles rectan- 
gles OTH, OHN , ont l'hypoténuse commune OH, et 
le côté OT = ON ; donc ils sont égaux * 9 donc * 18, t. 
l'angle TOH = HON , et par conséquent la ligne OH 
passe par le point B , milieu de l'arc TN : par la même 
raison le point I est sur le prolongement de OC , etc. 
Mais., puisque GH est parallèle à AB et HI à BC, 
l'angle GHI = ABC* ; de même HIK = BCD , etc. ; **8, x. 
donc les angles du polygone circonscrit sont égaux 
à ceux du polygone inscrit. De plus , à cause de ces 
mêmes parallèles , on a GH : AB :: OH : OB, et HI : 
BC :: OH:OB ; donc GH : AB :: HI : BC. Mais AB = 
BC;doncGH=HI. Par la même raison HI = IK, etc.; 
donc les côtés du polygone circonscrit sont égaux 
entre eux ; donc ce polygone est régulier et semblable 
au polygone inscrit. 

Corollaire I. Réciproquement , si on donnait lé 
polygone circonscrit GHIK , etc. , et qu'il fallût tracer 
par son moyen le polygone inscrit ABC , etc. , on 
voit qu'il suffirait de mener aux sommets G , H , I , etc. 
du polygone donné les lignes OG , OH , etc. , qui ren- 
contreraient la circonférence aux points A , B , C , etc. ; 
on joindrait ensuite ces points par les cordes AB, 
"BC, etc. qui formeraient le polygone inscrit. On 
pourrait aussi , dans le même cas , joindre tout sim- 
plement les points de contact T, N, P, etc. par les 
cordes TN , NP , etc. , ce qui formerait également un 
polygone inscrit semblable au circonscrit. 

Corollaire IL Donc on peut circonscrire à un 

8 
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cercle donné tous les polygones réguliers qu'on sait 
inscrire dans ce cercle , et réciproquement. ' 

PROPOSITION VII. 

THEOREME. 

Vaire d'un polygone régulier est égale à son 
périmètre multiplié par la moitié du rayon du 
cercle inscrit. 
fig. 160. Soit, par exemple., le polygone régulier GHIK , etct ; 
le triangle G OH a pour mesure G H X ^OT, le triangle 
OHI a pour mesure HI X 7 ON : mais ON = OT; 
donc les deux triangles réunis ont pour mesure 
(GH-f-HI) X { OT. En continuant ainsi pour les 
autres triangles , on verra que la somme de tous les 
triangles , ou le polygone entier , a pour mesure la 
somme des bases GH , HI , IK , etc. , ou le périmètre 
du polygone , multiplié par ~ OT , moitié du rayon du 
cercle inscrit. 

Scholie. Le rayon du cercle inscrit OT n'est autre 
chose que la perpendiculaire abaissée dû centre sur 
un des côtés ; on l'appelle quelquefois V apothème du 
polygone. 

PROPOSITION VIII. 



A 



THEOREME. 



. 161. 



Les périmètres des polygones réguliers d'un 
m^me nombre de côtés sont comme les rayons 
des cercles circonscrits y et aussi comme les rayons 
des cercles inscrits ; leurs sur/aces sont comme les 
quarrés de ces mêmes rayons. 

Soit AB un côté de l'un des polygones dont il 
s'agit, O son centre, et par conséquent OA le rayon 
du cercle circonscrit , et OD , perpendiculaire sur AB t 
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le rayon du cercle inscrit ; soit pareillement ab le 
côté d'un autre polygone semblable, o son centre^ 
oa et od les rayons des cercles circonscrit et inscrit. 
Les périmètres des deux polygones sont entre eux 
comme les côtés AB et ab; mais les angles A et a sont 
égaux comme étant chacun moitié de l'angle du po-. 
lygone; il en est de même des angles B et b; donc les 
triangles ABO, abo, sont semblables, ainsi que les 
triangles rectangles ADO , ado; donc AB : ab:: AO : 
ao:: DO: do; donc les périmètres des polygones sont 
entre eux comme les rayons AO, ao, des cercles cir- 
conscrits , et aussi comme les rayons DO , do y des 
cercles inscrits. 

Les surfaces de ces mêmes polygones sont entre 
«lies comme les quarrés des côtés homologues AB, ab; 
elles sont par conséquent aussi comme les quarrés des 
rayons des cercles circonscrits AO , ao , ou comme les 
quarrés des rayons des cercles inscrits OD , od, 

PROPOSITION IX. 



LEMME. 



Toute ligne courbe ou polygone qui enveloppe 
d'une extrémité à Vautre la ligne convexe 
AMB est plus longue que la ligne enveloppée fig. 16?, 
AMB. 

Nous avons déjà dit que par ligne convexe nous 
entendons une ligne courbe ou polygone , ou en par- 
tie courbe et en partie polygone, telle qu'une ligne 
droite ne peut la couper en plus de deux points. Si la 
ligne AMB avait des parties rentrantes ou des sinuo- 
sités , elle cesserait d'être convexe , parcequ'il est aisé 
de voir qu'une ligne droite pourrait la couper en plus 
de deux points. Les arcs de cercle spnt essentielle- 
ment convexes ; mais la proposition dont il s'agit main- 
tenant s'étend à une ligne quelconque qui remplit U 
condition exigée. 
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Cela posé , si la ligne AMB n'est pas plus petite que 
toutes celles qui l'enveloppent , il existera parmi ce» 
dernières une ligne plus courte que toutes les autres , 
laquelle sera plus petite que AMB , ou tout au plus 
égale à AMB, Soit ACDEB cette ligne enveloppante ; 
entre les deux lignes menez par-tout où vous voudrez 
la droite PQ , qui ne rencontre point la ligne AMB , 
ou du moins qui ne fasse que la toucher : la droite PQ 
est plus courte que PCDEQ «; donc , si à la partie 
PCDEQ on substitue la ligne droite PQ , on aura la 
ligne enveloppante APQB plus courte que APDQB. 
Mais , par hypothèse , celle-ci doit être la plus courte 
de toutes , donc cette hypothèse ne saurait subsister ; 
donc toutes les lignes enveloppantes sont plus longues 
que AMB. 
fig. i63. Scholie. On démontrera absolument de la même 
manière qu'une ligne convexe et rentrante sur elle- 
même AMB, est plus courte que toute ligne qui l'en- 
velopperait de toutes parts , soit que la ligne envelop- 
pante FHG touche AMB en un ou plusieurs points , 
soit qu'elle l'environne sans la toucher. 

• 

PROPOSITION X. 
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Deux circonférences concentriques étant don- 
nées , on peut toujours inscrire dans ta grande 
un polygone régulier dont les côtés n%rencontrent 
pas la plus petite , et on peut aussi circonscrire à 
la plus petite un polygone régulier dont les côtés 
ne rencontrent pas. la grande ; de sorte que dans 
Vun et dans l'autre cas les côtés du polygone dé- 
crit seront renfermés entre les deux circonférences. 
H- lfi 4. Soient CA, CB % les rayons des deux circonférences 
données. Au point A menez la tangente DE termi- 
née à la grande circonférence en D et E : inscrive*. 
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dans la grande circonférence l'un des polygones ré- 
guliers qu'on peut inscrire par les problèmes précé- 
dents , divisez ensuite les arcs sous - tendus par les 
côtés en deux parties égales , et menez les cordes des 
demi-arcs ; vous aurez un polygone régulier d'un 
nombre de côtés double. Continuez la bissection des 
arcs jusqu'à ce que vous parveniez à un arc plus petit 
que DBE. Soit MBN cet arc (dont le milieu est sup- 
posé en B) ' il est clair que la corde MN sera plus 
eroignée du centre que DE , et qu'ainsi le polygone 
régulier dont MN est le côté ne saurait rencontrer la 
circonférence dont CA est le rayon. 

Les mêmes choses étant posées , joignez CM et CN 
qui rencontrent la tangente DE en P et Q ; PQ sera le 
côté d'un polygone circonscrit à la petite circonfé- 
rence , semblable au polygone inscrit dans la grande % 
dont le côté est MN. Or il est clair que le polygone 
circonscrit qui a pour côté PQ , ne saurait rencon- 
trer la grande circonférence , puisque CP e$t moindre 
que CM. 

Donc , par la même construction , on peut décrire 
un polygone régulier inscrit dans la grande circon- 
férence , et un polygone semblable circonscrit à la 
petite r lesquels auront leurs côtés compris entre les 
deux circonférences. 

Scholie. Si on a deux secteurs concentriques FCG y 
ICH , on pourra de même inscrire dans le plus grand 
une portion de polygone régulier , ou circonscrire au 
plus petit une portion de polygone semblable , de sorte 
que les contours des deux polygones soient compris 
entre les deux circonférences : il suffira de diviser 
l'arc FBG successivement en 2 , 4 ? 8 , 16, etc. parties 
égales , jusqu'à ce qu'on parvienne à une partie plus 
petite que DBE. 

Nous appelons ici portion de polygone régulier la 
figure terminée par une suite de cordes égales inscrite* 
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dans l'arc FG d'une extrémité à l'autre. Cette portion 
a les propriétés principales des polygones réguliers , 
elle a les angles égaux et les côtés égaux, elle est à la 
fois inscriptible et circonscriptible au cercle ; cepen- 
dant elle ne ferait partie d'un polygone régulier pro- 
prement dit qu'autant que l'arc sous-tendu par un 
de ses côtés serait une partie aliquote de la circon- 
férence. 

PROPOSITION XL * 

THEOREME. 

Les circonférences des cercles sont cormne les 
rayons, et leurs surfaces comme les quarrés des 
rayons. 
fig. i65. Désignons , pour abréger , par cire, CA la circon- 
férence qui a pour rayon CA ^ je dis qu r on aura cire. 
CA:c/r£.OB::CA:OB. 

Car , si cette proportion n'a pas lieu , CA sera à 
OB comme cire. CA est à un quatrième terme plus 
grand ou plus petit que cire. OB : supposons-le plus 
petit, et soit, s'il est possible, CA : OB:: cire. CA: 
cire. OD. 

Inscrivez dans la circonférence dont OB est le rayon 

un polygone régulier EFGRLE , dont les côtés ne 

rencontrent point la circonférence dont OD est le 

* ioi rayon * ; inscrivez un polygone semblable MNPSTM 

dans la circonférence dont CA est le rayon. 

Cela posé , puisque ces polygones sont semblables , 

leurs périmètres MNPSM , EFGKE sont entre eux 

*8. comme les rayons CA, OB, des cercles circonscrits*, 

et on aura MNPSM : EFGKE :: CA : OB ; mais, 

1 par hypothèse, CA:OB::c/>c. CA: cire, OD ; donc 

MNPSM: EFGKE ::circ. CA : cire. OD. Or, cette 

proportion est impossible, car le contour MNPSM 

* 9 . est moindre que cire. C A* , et au contraire EFGKE 




■ 
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est plus grand que cire. OD ; donc il est impossible 
que GA soit à OB comme cire. CA est à une circon- 
férence plus petite que cire. OB , ou, en termes plus 
généraux, il est impossible qu'un rayon soit à un 
rayon comme la circonférence du premier rayon est 
à une circonférence plus petite que la circonférence 
du second rayon. 

De là je conclus qu'on ne peut avoir non plus , CA 
est à OB comme cire. CA est à une circonférence 
plus grande que cire. OB ; car si cela était , on aurait, 
en renversant les rapports : OB est à GA comme une ' 
circonférence plus grande que cire. OB est à cire. CA, 
ou , ce qui est la même chose , comme cire. OB est à 
une circonférence plus petite que cire. CA ; donc un 
rayon serait à un rayon comme la circonférence du 
jfcemier rayon est à une circonférence plus petite que 
la circonférence du second rayon , ce qui a été démon- 
tré impossible. 

Mais si le quatrième terme de la proportion CA : 
OB : : cire. C A : X ne peut être ni plus petit ni plus 
grand que cire. OB, il faut qu'il soit égal à cire. OR ; 
donc les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons. 

Un raisonnement et une construction entièrement 
semblables serviront à démontrer que les surfaces 
des cercles sont comme les quarrés de leurs rayons» 
Nous n'entrerons pas dans d'autres détails sur cette 
proposition , qui d'ailleurs est un corollaire de la sui- 
vante. 

Corollaire. Les arcs semblables A B , DE, sont fig. 166» 
comme leurs rayons AC., DO , et les secteurs sembla- 
bles ACB, DOE , sont comme les quarrés de ces mêmes 
rayons. 

Car, puisque les arcs sont semblables, l'angle C 
est égal à l'angle O* ; or l'angle C est à quatre angles * déf. 3, 
droits comme Tare ÀB est à la circonférence entière Ky " ' 
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décrite du rayon AC*, et l'angle O est à quatre angles 
droits comme l'arc DE est à la circonférence décrite 
du rayon OD ; donc les arcs AB , DE , sont entre eux 
comme les circonférences dont ils fout partie : ces cir- 
conférences sont comme les rayons AC , DO ; donc 
arc AB : arc DE : : AC :DO. 

Par la même raison les secteurs ACB , DOE , sont 
comme les cercles entiers , ceux-ci sont comme les 
quarrés des rayons ; donc sect* ACB : secu DOE : : 

AC : DO. 

PROPOSITION XIL 



THEOREME. 



L'aire du cercle est égale au produit de sa 
circonférence par la moitié de son rayon. 

fig. 167. Désignons par surf. CA la surface du cercle dont le 
rayon est CA ; je dis qu'on aura surf CA ={ CA X 
cire. CA. 

Car si } C A X cire. CA n'est pas l'aire du cercle dont 
CA est le rayon, cette quantité sera la* mesure d'un 
cercle plus grand ou plus petit. Supposons d'abord 
qu'elle est la mesure d'un cercle plus grand, et soit, 
s'il est possible, ^CA Xcirc. CA= suif CB. 

Au cercle dont le rayon est CA circonscrivez un 
polygone régulier DEFG , etc. dont les côtés ne ren- 
* 1Q# contrent pas la circonférence qui a CB pour rayon * ; 
la surface de ce polygone sera égale à son contour 
* 7 . DE -f- EF 4- FG -f- etc. , multiplié par 7 AC* : mais le 
contour du polygone est plus grand que la circon- 
férence inscrite, puisqu'il l'enveloppe de toutes parts; 
donc la surface du polygone DEFG, etc. est plus 
grande que f AC X cire. AC , qui est la mesure du cercle 
dont CB est le rayon ; donc le polygone serait plus 
grand que le cercle. Or au contraire il est plus petit , 
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puisqu'il y est contenu ; donc il est impossible que ^CA 
X cire. CA soit plus grand que surf. C A , ou , en d'au- 
tres termes, il est impossible que la circonférence 
d'un cercle multipliée par la moitié de son rayon soit 
la mesure d'un cercle plus grand. 

Je dis en second lieu que le même produit ne peut 
être la mesure d'un cercle plus petit; et, pour n^rfas 
changer de figure , je supposerai qu'il s'agit du cercle 
dont CB est le rayon ; il faut donc prouver que f CB 
X cire. CB ne peut être la mesure d'un cercle plus 
petit , par exemple , du cercle dont le rayon est CA. 
En effet soit , s'il est possible , \ CB X cire. CB = 
surf. CA. 

Ayant fait la même construction que ci -dessus, la 
surface du polygone DEFG , etc. aura pour mesure 
(DE + EF -f- FG -f- etc.) X ~CA ; mais le contour 
DE + EF -f- FG 4- etc. est moindre que cire. CB 
qui l'enveloppe de toutes parts ; donc l'aire du poly- 
gone est moindre que \ C A x cire. CB , et à plus forte 
raison moindre que ^CB X cire. CB. Cette dernière 
quantité est, par hypothèse, la mesure du cercle dont 
CA est le rayon ; donc le polygone serait moindre 
que le cercle inscrit , ce qui est absurde ; donc il est 
impossible que la circonférence d'un cercle, multi- 
pliée par la moitié de son rayon , soit la mesure d'un 
cercle plus petit. 

Donc enfin la circonférence d'un cercle multipliée 
par la moitié de son rayon est la mesure de ce même 
cercle. 

Corollaire I. La surface d'un secteur est égale à fig.168. 
l'arc de ce secteur multiplié par la moitié du rayon. 

Car le secteur ACB est au cercle entier comme 
l'arc AMB est à la circonférence entière ABD*, ou *t-,, 2 . 
comme AMB X \ AC est à ABD x 7 AC. Mais le cercle, 
entier = ABD x | AC f donc le secteur ACB a pour 
mesure AMB X 7AC; 
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Corollaire IL Appelons w la circonférence dont le 
diamètre est l'unité ; puisque les circonférences sont 
comme les rayons ou comme les diamètres , on pourra 
faire cette proportion : lé diamètre i est à sa circon- 
férence 7r comme le diamètre aCA est à la circonfé- 
rence qui a pour rayon CA ; de sorte qu'on aura 
fig. i&>. i *»:: aCA : cire. CA ; donc cire. CA= 2 it X CA. 
Multipliant de part et d'autre £ar ^CA , on aura 

~ CA X cire. CA z= 7T x CA , ou surf. CA = w. CÂ; 
donc la surface d'un cercle est égale au produit du 
quarré de son rayon multiplié par le nombre constant 
w , qui représente la circonférence dont le diamètre 
est 1 y ou le rapport de la circonférence au diamètre. 
Pareillement la surface du cercle qui a pour rayon 

OB sera égale à tc x ÔB; or tc x CÂ : tc X OB :: 

CA : OB ; donc les surfaces des cercles sont entre elles 
comme les quarrés de leurs rayons , ce qui s'accorde 
avec le théorème précédent. 

SchoKe.* Nous avons déjà dit que le problême de la 
quadrature du cercle consiste à trouver un quarré égal 
en surface à un cercle dont le rayon est connu; Or on 
vient de prouver que le cercle est équivalent au rec- 
tangle fait sur la circonférence et la moitié du rayon , 
et ce rectangle se change en quarré en prenant une 
* pr. r>, moyenne proportionnelle entre ses deux dimensions* : 
ainsi le problême de la quadrature du cercle se ré- 
duit à trouver la circonférence quand on connaît le 
rayon , et pour cela il suffit de connaître le rapport 
de la circonférence au rayon ou' au diamètre. 

Jusqu'à présent on n'a pu déterminer ce rapport 
que d'une manière approchée ; mais l'approximation 
a été poussée si loin , que la connaissance du rapport 
exact n'aurait aucun avantage réel sur celle du rap- 
port approché. Aussi cette question, qui a beaucoup 
oecâpë les géomètres lorsque les méthodes d'approxi- 



LIVRE IV.* ia3 

raation étalent moins connues , est maintenant relé- 
guée parmi les questions oiseuses dont il n'est permis 
de s'occuper qu'à ceux qui ont à peine les premières 
notions de la géométrie. 

Archimede a prouvé que le rapport de la circon- 
férence au diamètre est compris entre 3 -—- et 3 •— ; 
ainsi 3^ ou -— est une valeur déjà fort approchée du 
nombre que nous avons représenté par ,tc , et cette 
première approximation est fort en usage à cause de 
sa simplicité. Métius a trouvé pour le même nombre 
la valeur beaucoup plus approchée —. Enfin la va- 
leur de 7C , développée jusqu'à un certain ordre de 
décimales , a été trouvée par d'autres calculateurs 
3,i 4i59265358<)7932, etc.j et on a eu la patience de 
prolonger ces décimales jusqu'à la cent vingt-septième 
ou même jusqu'à la cent cinquantième. Il est évident 
qu'une telle approximation équivaut à la vérité , et 
qu'on ne connaît pas mieux les racines des puissances 
imparfaites. 

On expliquera dans les problèmes suivants deux 
des méthodes élémentaires les plus simples pour obte- 
nir ces approximations. 

PROPOSITION XIIL 

PROBLEME. 

Étant données les surfaces d'un polygone ré- 
gulier inscrit et d'un polygone semblable cir- 
conscrit , trouver les surfaces des p^lygor^s 
réguliers inscrit et circonscrit d'un nombre de 
côtés double. 

Soit AB le côté du polygone donné inscrit , EF fig. 169. 
parallèle à AB , celui du polygone semblable circon- 
scrit, C le centre du cercle ; si on tire la corde A M et 
les tangentes AP, BQ, la corde AM sera le côté du 
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polygone inscrit d'un nombre de côtés double, et 
PQ double de PM sera celui du polygone semblable 
* 6. circonscrit*. Cela posé , comme la même construction 
aura lieu dans les différents angles égaux à ÀCM , il 
suffit de considérer l'angle ACM seul , et les triangles 
qui y sont contenus seront entre eux comme les poly- 
gones entiers. Soit A la surface du polygone inscrit 
dont AB est un côté , B la surface du polygone sem- 
blable circonscrit, A' la surface du polygone dont 
AM est un côté , B ' la surface du polygone semblable 
circonscrit; A et B sont connus, il s'agit de trouver 
A'etB'. 

i° Les triangles ACD, ACM, dont le sommet 
commun est A, sont entre eux comme leurs bases 
CD , CM ; d'ailleurs ces triangles sont comme les po- 
lygones A et A' dont ils font partie; donc A : A' :: 
CD : CM. Les triangles CAM , CME , dont le sommet 
commun est M , sont entre eux comme leurs bases 
CA , CE ; ces mêmes triangles sont comme les poly- 
gones A ' et B dont ils font partie ; donc A ' : B : : C A : CE. 
Mais à cause des parallèles AD , ME , on a CD : CM : : 
CA:CE ; donc A : A' :: A' :B ; donc le polygone A', 
l'un de ceux que l'on cherche, est moyen propor- 
tionnel entre les deux polygones connus A et B , et on 

a par conséquent A'=|/'AxB. 

a° A cause de la hauteur commune CM , le trian- 
gle CPM est au triangle CPE comme PM est à PE ; 
mais la ligne CP divisant en deux parties égales 
♦ 17,3. l'angle MCE, on a* PM : PE :: CM : CE :: CD : CA :: 
A: A'; donc CPMrCPE:: A: A', et par suite, CPM; 
CPM -+• CPE, ou CME, :: A: A+A'. Mais CMPA 
ou 2CMP et CME sont entre eux comme les poly- 
gones B' et B dont ils font partie, donc B' :B:: 
2 A : A •+■ A'. On a déjà déterminé A' ; cette nou- 
velle proportion déterminera B', et on aura B' =* 
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^ A , ; donc , au moyen des polygones A et B , il est 

facile de trouver les polygones A' et B' qui ont deux 
fois plus de côtés. 



PROPOSITION XIV. 



PROBLÊME. 



Trouver le rapport approché de la circonfé- 
rence au diamètre. 

Soit le rayon du cercle = i , le côté du quarré 
inscrit sera, \/2*; celui du quarré circonscrit est *s. 
égal au diamètre 2 ; donc la surface du quarrë in- 
scrit = 2 , et celle du quarré circonscrit = 4« Main- 
tenant, si on fait A = 2 et B= 4> on trouvera par le 
problême précédent l'octogone inscrit A' = 1/8=: 

2,8284271, et l'octogone circonscrit B'= ^ - ,g = 

3,3i 37085. Connaissant ainsi les octogones inscrit 
et circonscrit, on trouvera par leur moyen les po- 
lygones d'un nombre de côtés double ; il faudra de 
nouveau supposer A =2,8 28 42 71 , B.= 3,3 137085, et 

on aura A '=l/XxB = 3,0614674, et B' = ±iX? 

= 3,1825979. Ensuite ces polygones de 16 côtés ser- 
viront à connaître ceux de 32 , et on continuera ainsi 
jusqu'à ce que le calcul ne donne plus de différence 
entre les polygones inscrit et circonscrit , au moins 
dans l'ordre de décimales auquel on s'est arrêté , qui 
est le septième dans cet exemple. Arrivé à ce point, 
on conclura que le cercle est égal au dernier résultat, 
car le cercle doit toujours être compris entre le po- 
lygone inscrit et le polygone circonscrit ; donc , si 
ceux-ci ne différent point entre eux jusqu'à un certain 
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ordre de décimales , le cercle n'en différera pas non 
plus jusqu'au même ordre. 

Voici le calcul de ces polygones prolongé jusqu'à 
ce qu'ils ne différent plus dans le septième ordre de 
décimales. 



Nombre des côti 


es. Polygone inscrit 


4 . . 


. . 2,0000000 


8 . . 


. . 2,8284271 


16 . . 


. . 3,o6l4674 


3? „;. 


. . 3,i2i445i 


64 . . 


. . 3, i365485 


128 . . 


. . 3,i4o33n 


256 . . 


. . 3,1412772 


5ï2 . . 


. . 3,i4i5i38 


1024 • • 


. * 3,1415729 


2048 . . 


. . 3,1415877 


4096 . . 


. . 3,1415914 


8192 . . 


. . 3,14^5923 


i6384 . . 


. . 3,l4l5C;25 


32768 . . 


. . 3,1415926 



Polygone circonscrit. 


4,< 


3OOO000 


3,3i 37085 


3, 


1825979 


3, 


I 5l7249 


3, 


1 441 184 


3, 


1422236 


3, 


1417504 


3, 


i4i632i 


3,i 


e 416025 


3,i 


1416951 


3, 


i4i5933 


3,i 


[415928 


3, 


1415927 


3, 


1415926 



De là je conclus que la surface du cercle =| 
3,1415926. On pourrait avoir du doute sur la der- 
nière décimale à cause des erreurs qui viennent des 
parties négligées ; mais le calcul a été fait avec une 
décimale de plus , pour être sûr du résultat que nous 
venons de trouver jusque dans la dernière décimale. ! 

Puisque la surface du cercle est égale à la demi- 
circonférence multipliée par le rayon , le rayon étanj 
1 , la demi-circonférence est 3,i 4^926 ; ou bien , 1< 
diamètre étant 1 , la circonférence est 3,1415926 
donc le rapport de la circonférence au diamètre dé 
signé ci-dessus par tc=s3,i4i5926. 
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PROPOSITION XV. 

LIMIE. 

Le triangle CAB est équivalent au triangle isoscele DCE, fig. 170. 
qui a le même angle C , et dont le côte CE ou CD est moyen 
proportionnel entre CA efCB. De plus , si r angle CAB est 
droit, la perpendiculaire CF, abaissée sur la base du trian- 
gle isoscele, sera moyenne proportionnelle entre le côté CA 
et la demi-somme des côtés CA , CB. 

Car, i° à cause de l'angle commun C , le triangle ABC est 
au triangle isoscele DCE comme AC X CB est à DC XCE , ou 

DC*;donc ces triangles seront équivalents, si DC=AC *a4,3. 
XCB, ou si DC est moyenne proportionnelle entre AC 
etCB. 

i° La perpendiculaire CGF coupant en deux parties égales 
hngle ACB , on a * AG : GB : : AC : CB , d'où il suit , compo- * 17 , 3. 
nendo , AG:AG + GB ou AB:: AC:AC-hCB ; mais AG 
est à AB comme le triangle ACG est au triangle ACB ou 
2CDF ; d'ailleurs , si l'angle A est droit , les triangles rectan- 
gles ACG , CDF , sont semblables , et donnent ACG : CDF :; 

AC : CF ; donc , 

AC : aCF:: AC : AC + CB. 
Mnîtipliânt le second rapport par AC , les antécédents de- 

•——a 

Rendront égaux , et on aura par conséquent 2CF = AC X 

AC-f-CB ) , ou CF:= AC X ( AC ^"P ) ; donc »° si l'angle 

i est droit , la perpendiculaire CF sera moyenne propor- 
ionnelle entre le côté AC et la demi -somme des côtê> 
IC,CB. 

PROPOSITION XVI. 

PROBLÈME. 

Trouver un cercle qui diffère aussi peu qu'on voudra d'un 
dygpne régulier donné. 
Soit proposé , par exemple , le qqarré BMNP \ abaissez du fig. 171- 
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centre C la perpendiculaire CA sur le côté MB, et joignez 
CB. 

Le cercle décrit du rayon CA est inscrit dans le quarré, 
et le cercle décrit du rayon CB est circonscrit à ce même 
quarré ; le premier sera plus petit que le quarré , le second 
sera plus grand ; mais il s'agit de resserrer ces limites. • 

Prenez CD et CE égales chacune à la moyenne propor- 
tionnelle entre CA et CB , joignez ED , et le triangle isoscele 
* i5. CDE sera équivalent au triangle CAB* ; faites- de même pour 
chacun des huit triangles qui composent le quarré , vous 
formerez ainsi un octogone régulier équivalent au quarré 
BMNP. Le cercle décrit du rayon CF , moyen propor- 

tionnel entre CA et , sera inscrit dans l'octogone , et 

le cercle décrit du rayon CD lui sera circonscrit. Ainsi le 
premier sera plus petit que le quarré donné , et le second 
plus grand. 

Si on change de la même manière le triangle rectangle 
CDF en un triangle isoscele équivalent , pn formera par ce 
moyen un polygone régulier de seize côtés , équivalent au 
quarré proposé. Le cercle inscrit dans ce polygone sera plus 
petit que le quarré , et le cercle circonscrit sera plus grand. 

On peut continuer ainsi jusqu'à ce que le rapport entre 
le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscrit 
diffère aussi peu qu'on voudra de l'égalit^. Alors l'un et 
l'autre cercles pourront être regardés comme équivalents au 
quarré proposé. • 

Scholie. Voici à quoi se réduit la recherche des rayons 
successifs. Soit a le rayon du cercle inscrit dans l'un des 
polygones trouvés , b le rayon du cercle circonscrit au même 
polygone ; soient a! et b' les rayons, semblables pour le po- 
lygone suivant qui a un nombre de côtés double. Suivant ce 
que nous avons démontré, b* est une moyenne proportion- 
nelle entre a et b, et a' est une moyenne proportionnelle 
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entre a et ; de sorte qu'on aura b f = \/a X b , et d = 

V a X ; donc les rayons a et b d'un polygone étant 
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connus, on en conclut facilement les rayons a 1 et V du do- 
lygone suivant : et on continuera ainsi jusqu'à ce que la 
différence entre les deux rayons soit devenue insensible ; 
alors l'un ou l'autre de ces rayons sera le rayon du cercle 
équivalent au quarré ou au polygone proposé. 

Cette méthode est facile à pratiquer en lignes , puisque 
elle se réduit à trouver des moyennes proportionnelles suc- 
cessives entre des lignes connues ; mais elle réussit encore 
mieux en nombres , et c'est une des plus commodes que la 
géométrie élémentaire puisse fournir pour trouver promp- 
tement le rapport approché de la circonférence au diamètre. 
Soit le côté du quarré r=i 2 , le premier rayon inscrit C A sera 
1 , et le premier rayon circonscrit CB sera L/2 ou 1 ,4 142 1 36. 
Faisant donc a = i y bz=. 1,41 421 36 , on trouvera V = 
1,1892071, et d = 1,0986841. Ces nombres serviront à 
calculer les suivants d'après la loi de continuation. 

Voici le résultat du calcul fait jusqu'à sept ou huit chiffres 
par les tables de logarithmes ordinaires. 

Hayons des cercles circonscrits. -Rayons des cercles inscrits. 

i,4i4 2I 36* ......... 1,0000000. 

1,1892071 . \ ....... 1,0986841.' 

i,i43o5oo i,iaio863. 

i,i320i49 1,1265639, 

1,1292862 . 1,1279257. 

1,1286063 ......... 1,1282657. 

Maintenant que la première moitié des chiffres est la 
même des deux côtés , on pourra , au lieu des moyens géo- 
métriques , prendre les moyens arithmétiques qui n'en dif~ 
fererit que dans le6 décimales ultérieures. De cette manière 
l'opération s'abrège beaucoup , et les résultats sont : 

1,1284360 . i,i2835o8. 

1,1283934 1,1283721. . 

1,1283827 ... 1,1283774* 

1,1283801 . . , 1,1283787. 

1,1283794 .......... 1,1283791. 

2,1283792 1,128379a. 

9 
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Donc 1,128379a est à très peu près le rayon du cercle 
égal en surface au quarré dont le côté est a. De là il est fa- 
cile de trouver le rapport de la circonférence au diamètre : 
car on a démontré crue la surface du cercle est égale au 
quarré de son rayon multiplié par le nombre <* ; donc , si 
on divise la surface 4 p ar le quarré de 1,1283792 , on aura 
la valeur de n , qui se trouve par ce calcul de 3, 1 4 1 5926 , etc. , 
comme on Ta trouvée par une autre méthode. 



APPENDICE AU LIVRE IV. 

DEFINITIONS. 

I. vJn appelle maximum la quantité la plus grande entre 
toutes celles de la même espèce ; minimum la plus petite. 

Ainsi le diamètre du cercle est un maximum entre toutes 
les, lignes qui joignent deux points de la circonférence , et la 
perpendiculaire est un minimum entre toutes les lignes me- 
nées d'un point donné à une ligne donnée. 

II. On appelle figures isopérimetres celles qui ont des pé- 
rimètres égaux. 

PROPOSITION PREMIERE. 



A 



THEOREME. 



Entre tous les triantes de même base et de même péri- 
mètre , le triangle maximum est celui dans lequel les deux 
côtés non déterminés sont égaux. 
fig.i 7 2. Soit AC =CB, et AM -f- MB = AC -f- CB ; je dis que le 
triangle isoscele ACB est plus grand que le triangle AMB 
qui a même base et même périmètre. 

Du point C , comme" centre , et du rayon CA = CB , dé- 
crivez une circonférence qui rencontre CA prolongé en D ; 
joignez DB; et Tangle" DBA, inscrit dans le demi-cercle, 
> i5, 2. sera un angle droit *; Prolonge* la P er P endiculaire DB vers 
* ' f aites MN =MB , et ioigmtf À*' En * n des 1>oints M et C 
baissez Itfp e r CG , pe rpendic u i^ cS *** D *' Puhque CB = 
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CD et MN=MB, on a AC+€B = AD, et AM-f-MB = 
AM+MN.MaisAC-r-CB=AM-f*MB; donc AD=AM+ 
MN ; donc AD > AN : or si fbblique AD est plus grande que 
l'oblique AN , elle doit être plus éloignée de la perpendicu- 
laire AB ; donc DB > BN ; donc BG , qui est moitié de BD * , * ia, i. 
sera plus grande que BP moitié de BN. Mais les triangles 
ABC , ABM , qui ont même base AB , sont entre eux comme 
leurs hauteurs BG , BP ; donc , puisqu'on a BG > BP , le tri- 
angle isoscele ABC est plus grand que le non-isoscele ABM 
de même base et de même périmètre. 

PROPOSITION IL 

THEOREME. 

Entre tous les polygones isopérimetres et d'un même 
nombre de côtés > celui qui est un maximum a ses côtés 
égaux. 

Car soit ABCDEF le polygone maximum; si le côté BC fig. 173. 
n'est pas égal à CD , faites sur la base BD un triangle isos- 
cele BOD qui soit isopérimetre à BCD , le triangle BOD sera 
plus grand que BCD*, et par conséquent le polygone * pr . i. 
ABODEF sera plus grand que ABCDEF ; donc ce dernier 
ne serait pas le maximum entre tous ceux qui ont le même 
périmètre et le même nombre de côtés , ce qui est contre la 
supposition : on doit done avoir BC = CD. On aura par la 
même raison CD = DE , DE = EF , etc. ; dtenc tous les côtés 
du polygone maximum sont égaux entre eux. 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

De tous les triangles formes avec deux côtés donnés fai- 
sant entre eux un angle à volonté, le maximum est celui 
dans lequel les deux eétés donnés font un angle droit. 

Soient les deux triangles BAC , BAD , qui ont le côté AB g g . 1? 4. 
commun , et le côté AC = AD j si l'angle BAC est droit , je 
dis que le triangle BAC sera plus grand que le triangle BAD, 
dans lequel l'angle en A est aigu ou obtus. __ 

9- 
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Car la base AB étant la même , les deux triangles BAC « 
BAD , sont comme leurs hauteurs AC , DE : mais la per- 
pendiculaire DE est plus courte que l'oblique AD ou son 
égale AC; donc le triangle BAD est plus petit que BAC. . 

PROPOSITION IV. 

THEOREME. 

De tous les polygones formés avec des côtés donnés et un 
dernier à volonté , le maximum doit être tel que tous ses 
angles soient inscrits dans une demi-circonférence dont le 
côté inconnu sera le diamètre. 
fig. x;5. Soit ABCDEF le plus grand des polygones formés avec 
les côtés donnés AB , BC , CD , DE , EF, et un dernier AF 
à volonté ; tirez les diagonales AD , DF. Si l'angle ADF 
n'était pas droit , on pourrait , en conservant les parties 
ABCD, DEF, telles qu'elles sont, augmenter le triangle 
ADF, et par conséquent le polygone entier, en rendant 
l'angle ADF droit , conformément à la proposition précé- 
dente ; mais ce polygone ne peut plus être augmenté , puis- 
. qu'il est supposé parvenu à son maximum; donc l'angle 
vADF est déjà un angle droit. Il en est de morne des angles 
ABF, ACF, AEF; donc tous les angles A, B, C,D,E,F, 
du polygone maximum sont inscrits dans une demi-circon- 
férence dont le côté indéterminé AF est le diamètre. 

Scholie. Cette proposition donne lieu à une question ; sa- 
voir , s'il y a plusieurs manières de former un polygone avec 
des côtés donnée , et un dernier inconnu qui sera Je diamètre 
de la demi-circonférence dans laquelle les autres côtés sont 
inscrits. Avant de décider cette question il faut observer 
que si une même corde AB sous-tend des arcs décrits de 
fig. 176. différents rayons AC , AD , l'angle au centre appuyé sur 
cette corde sera le pj u s petit dans le cercle dont le rayon 
est le plus grand; ^si ACB<ADB, car l'angle ADO = 
* 19, 1. ACD -f- CAD *. j a CD < ÀDO , et en doublant de part 
et d'autre on ail| ^ °* ^ ADB. 
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PROPOSITION V. 



THEOREME. 



Il h* y a qu'une manière déformer le polygone ABCDEF, 
avec des côtés donnés et un dernier inconnu qui soit le dia- 
mètre de la demi-circonférence dans laquelle les autres côtés, 
sont inscrits. 

Car , supposons qu'on a trouvé un cercle qui satisfasse £ fig. 175. 
la question ; si on prend un cercle plus grand , les cordes 
AB, BC, CD, etc. répondront à des angles an centre plu$ 
petits. La somme de ces angles au centre sera donc moindre 
que deux angles droits , et ainsi les extrémités des cotés 
donnés n'aboutiront plus aux extrémités d'un diamètre. 
L'inconvénient contraire aura lieu si on prend un cercle 
plus petit; donc le polygone dont i\ s'agit ne peut être 
inscrit que dans un seul cercle. 

Scholie. On peut changer à volonté l'ordre des côtés ÀB , 
BC , CD , etc. , et le diamètre du cercle circonscrit sera tou- 
jours le même , ainsi que la surface du polygone ; car , quel 
que Soit l'ordre des arcs AB , BC , etc. , il snffit que leur 
somme fasse la demi-circonférence , et le polygone aura 
toujours la même surface , puisqu'il sera égal au demi* 
cercle moins les segments AB , BC , etc. , dont la somme 
est toujours la même. 

* 

PROPOSITION VI. 

THEOREME. 

De tous les polygones formés avec des côtés donnés, lé 
maximum est celui qu'on peut inscrire dans un cerclé. 

Soit ABCDEFG le polygone inscrit , et abcdefg le non- fig. 1.77. 
înscriptible formé avec des côtés égaux , en sorte qu'on ait 
AB =<z6 , BC = bc, etc. ; je dis que le polygone inscrit est 
plus grand que l'autre. « 

Tirez le diamètre EM ; joignez À:M , MB ; sur ab = AB 
faites le triangle abm égal à ABM , et joignez em. 

En -vertu .de la proposition IV le polygone EFGAM est 
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plus grand que efgam , à moins que celui-ci ne puisse être 
pareillement inscrit dans une demi -circonférence dont le 
côté em serait le diamètre , auquel cas les deux polygones 
seraient égaux en vertu de la proposition Y. Par la même 
raison le polygone EDCBM est plus grand que edebm , sauf 
la même exception où il y aurait égalité.' Donc le polygone 
entier EFGÀMBCDE est plus grand que efgambcde, à moins 
qu'ils ne soient entièrement égaux : mais ils ne le sont pas , 
puisque l'un est inscrit dans le cercle , et que l'autre est 
supposé non-inscriptible j donc le polygone inscrit est le 
plus grand. Retranchant de part et d'autre les triangles 
égaux ABM , abm , il restera le polygone inscrit ABCDEFG 
plus grand que le non-inscriptible abedefg. * ' 

Sckolie. On démontrera, comme dans la proposition V r 
qu'il ne peut y avoir qu'un seul cercle , et par conséquent 
qu'un seul polygone maximum qui satisfasse à la question ; 
et ce polygone serait encore de même surface , <de quelque 
manière qu'on changeât l'ordre de ses cotés. 

PROPOSITION VIL 



A 



? HSOA£jK«. 



•\ 



Le polygone régulier est un maximum entre tous les poly- 
gones isopérùnetres et d'un même nombre de côtés. 

Car, suivant le théorème II , le polygone maximum a tous 
ses côtés égaux ; et, suivant le théorème précédent , il est in- 
scriptible dans le cercle; "dtwrçc ce polygone est régulier. 

PROPOSITION VIII. 

LEMMJE. 

Deux angles au centre , mesurés dans deux cercles diffé- 
rents y sont entre eux comme les arcs compris divisés par 

leurs rayons. 

ÀB 
f.g. r;8. Ainsi l'angle C est à l'angle O comme le rapport — est 

DE 
au rapport — . 

D'un rayon OF égal à AC décrivez Tare FG compris entre 
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les côtés OD , OE , prolongés ; à cause des rayons égaux AC, 

OF, on aura d'abord C:Or:AB:FG*, ou::^?:^. Mais à * 17,* 

AC FO 

cause des arcs semblables FG, DE, on a* FG:DE::FO: *n. 

^^ , , FG , _ DE 

DO ; donc le rapport —r est égal au rapport — , et on a par 

^ _ ÀB DE 
conséquent C:0 :: — :--:. 

PROPOSITION IX. 

THÉORÈME. 

» 

De deux polygones réguliers isopérimetres , celui qui a le' 
plus grand nombre de côtés est le plus grand. 

Soit DE le demi-côté de l'un des polygones , O son centre , fig. 179. 
OE son apothème ; soit AB le demi-côté de l'autre polygone, 
C son centre , CB son apothème. On suppose les centres O 
et C situés à une distance quelconque OC , et les apothèmes 
OE , CB , dans la direction OG : ainsi DOE et ACB seront 
les demi-angles au centre des polygones , et comme ces an- 
gles se sont pas égaux , les lignes CA , OD , prolongées se 
rencontreront en un point F ; de ce point abaissez sur OC la 
perpendiculaire FG ; des points O et C , comme centres , dé- 
crivez les arcs GI , GH , terminés aux eôtéVOF, CF. 

Ot GH 

Cela posé , on aura par le lemme précédent O : C : : — : — ; 

OG CG 

mais DE est au périmètre du premitr polygone comme 
l'angle O est à quatre angles droits , et AB est au périmatre ; 
du second comme l'angle C est à quatre a*gles droits ; donc , 
puisque les périmètres des polygones sont égaux, DE:AB 

: : O : C , ou DE : AB : : -~ : ;— . Multipliant les antécédents 

OG CG 
par OG et les conséquents par CG, on aura DE X OG: AB X 
CG::GI:GH. Mais les triangles semblables ODE, OFG, 
donnent OE : OG : : DE : F« , d'où résulte DE X QG =r OE 
XFG; on aura de même ABxCG = CBxFG;donc OE X 

FG : CBxFG:: q|: GH , ou OE : CB :: GI : GH. Si donc 

on fait voir que Tare GI est plus grand que Tare GH , il 
s'ensuivra que l'apothème OE est plus grand que CB. 
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De l'autre côté de CF soit faite la figure CILr entièrement 
égale à la figure CGo? , de sorte qu'on- ait CK = CG , l'angle. 
HCK = HCG , et l'arc Kj? = xG; la courbe ILrG envelop- 

* 9 . pera l'arc CHG , et sera plus grande que cet arc *. Donc Gr , 

moitié de la courbe , est plus grand que GH moitié de l'arc ; 
donc , à plus forte raison , GI est plus grand que GH. 

Il résulte de là que l'apothème OE est plus grand que CB : 
mais les deux polygones ayant même périmètre , sont entre 

* 7. eux comme leurs apothèmes * ; donc le polygone qui a pour 

demi-côté DE est plus grand que celui qui a pour demi-côté 
ÀB : le premier a le plus de côtés , puisque son angle au 
centre est le plus petit , donc de deux polygones réguliers iso- 
périmetres 9 celui qui a le plus de côtés est le plus grand. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

1 

Le cercle est plus grand que tout polygone isopérimetre* 

fig. 180. H est déjà prouvé que de tous les polygones isopérimetresy 
et d'un même nombre de côtés le polygone régulier est le 
plus grand \ ainsi il ne s'agit plus que de comparer le cercle 
à MA polygone régulier quelconque isopérimetre. Soit AI le 
demi -côté de ce polygone , C son centre. Spit dans le cercle 
isopérimetre l'angle DOE =r ACI y et conséquemment Parc 
DE égal au demi - côté AI. Le polygone P est au cercle C 
domine le triangle ACI est au secteur ODE ; ainsi on aura 
P : C::£AIXCI:£DEXOE::CI:OE. Soit menée au point 
Etfa tangente EG qui rencontre OD prolongé en G ; les tri- 
angles semblables ACI , GOE , donneront la proportion CI: 
OE :: AI ou DE.GE; doncP:C :: DE.GE, ou comme DEx 
■jOE qui est la mesure du secteur DOE est à GEx^OE qui 
est la mesure du triangle GOE : or le secteur est plus petit 
que le triangle ; donc P est plus petit que C ; donc le cercle:, 
est plus grand que tout polygont isopérimetre* 
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LES PLANS ET LES ANGLES SOLIDES. 



DEFINITIONS. 



I. Une ligne droite est perpendiculaire à un plan, 
lorsqu'elle est perpendiculaire à toutes les droites qui 
passent par son pied dans le plan *• Réciproquement * pr. 4. 
le plan est perpendiculaire à la ligne. 

Le pied de la perpendiculaire est le point où cette 
ligne rencontre le plan. 

IL Une ligne est parallèle à un plan, lorsqu'elle 
ne peut le rencontrer à quelque distance qu'on les 
prolonge l'un et l'autre. Réciproquement le plan est 
parallèle à la ligne. 

III. Deux plans sont parallèles entre eux , lorsqu'ils 
ne peuvent se rencontrer à quelque distance qu'on les 
prolonge l'un et l'autre. 

IV. Il sera démontré* que l'intersection commune *pr.$. 
de deux plans qui se rencontrent est une ligne droite : 

cela pose , V angle ou Y inclinaison mutuelle de deux 
plans est la quantité plus ou moins grande dont ils 
peuvent être écartés l'un de l'autre ; cette quantité se 
mesure * par l'angle que font entre elles les deux per-> *pr. 17. 
pendiculaires menées dans chacun de ces plans au 
même point de l'intersection commune. 
Get angle peut être aigu , droit ou obtus. 

V. S'il est droit, les deux plans sont perpendicu- 
laires entre eux. 

VI. Angle solide est l'espace angulaire compris 
entre plusieurs plans qui se réunissent en un même 
point. 
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fig- »99- Ainsi l'angle solide S est formé par la réunion des 
"plans ASB , BSC , CSD , DS A- 

Il faut au moins trois plans pour former un angle 
solide. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THÉORÈME. 

■ 

Une ligne droite ne peut être en partie dans 
un plan , en partie au dehors. 

Car , suivant la définition du plan , dès qu'une 
ligne droite a deux points communs avec un plan , 
elle est tout entière dans ce plan. 

Scholie. Pour reconnaître si une surface est plane, 
il faut appliquer une ligne droite en différents sens 
sur cette surface , et voir si elle touche la surface dans 
toute son étendue. 

PROPOSITION IL 

THEOREME. 

Deux lignes droites qui se coupent sont dans 
un même plan , et en déterminent la position. 

fig. 181. Soient AB, AC, deux lignes droites qui se coupent 
en A : on peut concevoir un plan où se trouve la 
ligne droite AB ; si ensuite on fait tourner ce plan 
autour de AB , jusqu'à ce qu'il passe par le point C , 
alors la ligne AC , qui a deux de ses points A et C dans 
ce plan , y sera tout entière ; donc la position de ce 
plan est déterminée par la seule condition de renfer- 
mer les deux droites AB, AC. 

Corollaire I. Donc un triangle ABC , ou trois points 
A , B , C , non en ligne droite , déterminenfla position 
d'un plan. 

fig. 18a. * Corollaire II. Donc aussi deux parallèles AB, CD, 
déterminant la position d'un plan; car si on mené U 
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sécante EF , le plan des deux droites AE , EF , sera 
celui des parallèles ÀB , CD. 

PROPOSITION III. 



THEOREME. 



Si deux plans se coupent, leur intersection 
commune sera une ligne droite. 

Car, si dans les points communs aux deux plans 
on en trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite, 
les deux plans dont il s'agit , passant chacun par ces 
trois points , ne feraient qu'un seul et même plan * , **< 
ce qui est contre la supposition. 

PROPOSITION IV. 



A 



THEOREME. 



Si une ligne droite ÀP est perpendiculaire à fig. 183. 
deux, autres PB , PC , qui se croisent à son pied 
dans le plan MN , elle sera perpendiculaire à 
une droite quelconque PQ menée par son pied 
dans le même plan , et ainsi elle sera perpendi- 
culaire au plan MN. 

Par un point Q , pris à voloilté sur PQ , tirez la 
droite BC dans l'angle BPC, de manière que BQ = 
QC * , joignez AB , AQ , AC. Voio, 

La base BC étant divisée en deux parties égales au liv * 3 - 
point Q, le triangle BPC donnera * i * 14, 3. 

PC + PB = 2PQ + 2QC. 
Le triangle BAC donnera pareillement 4 

AC-h AB = 2 ÂQ -+- 2 QC. 
Retranchant la première égalité de la seconde, et 
observant que les triangles APC , APB , tous deux 

rectangles en P, donnent AC — PC = AP, et AB — 

PB=:AP; on aura, ' 

'ÀP + AP = 2 AQ — 2 PQ. 
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Donc, en prenant les moitiés de part et d'autre, 

on a ÂP = AQ — PQ , ou AQ = AP + PQ*; donc le 
*i3,3. triangle APQ est rectangle enP*j donc AP est per- 
pendiculaire à PQ. 

Seholie. On voit par là , non seulement qu'il est pos- 
sible qu'une ligne droite soit perpendiculaire à toutes 
celles qui passent par son pied dans un plan , mais 
que cela arrive toutes les fois que cette ligne est per- 
pendiculaire à deux droites menées dans le plan ; c'est 
ce qui démontre la légitimité de la définition I. 

Corollaire I. La perpendiculaire AP est plus courte 
qu'une oblique quelconque AQ ; donc elle mesure la 
vraie distance du point A au plan PQ. 

Corollaire IL Par un point P donné sur un plan , 
on ne peut élever qu'une seule perpendiculaire à ce 
plan ; car si on pouvait élever deux perpendiculaires 
par le même point P, conduisez , suivant ces deux 
perpendiculaires , un plan dont l'intersection avec le 
plan MN soit PQ ; alors les deux perpendiculaires 
dont il s'agit seraient perpendiculaires à la ligne PQ, 
au même point et dans le même plan , ce qui est im- 
possible. 

Il est pareillement impossible d'abaisser d'un point 
donné hors d'un plan deux perpendiculaires à ce 
plan 5 car soient AP , AQ , ces deux perpendiculaires , 
alors le triangle APQ aurait deux angles droits APQ> 
AQP, ce qui est impossible. 

PROPOSITION V. 



A 



THEOREME. 



Les obliques également éloignées de la per~ 
pendiculaire sont égales; et\ de deux obliques 
inégalement éloignées de la perpendiculaii^e , 
celle qui s'en éloigne le plus est la plus longue. 
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Car les angles APB , APC, APD étant droits, si on fig.184. 
suppose les distances PB, PC, PD, égales entre elles, 
les triangles APB, APC , APD , auront un angle égal 
compris entre côtés égaux ; donc ils seront égaux ; 
donc les hypoténuses ou les obliques AB, AC, XD y 
seront égales entre elles. Pareillement, si la distance 
PE est plus grande que PD ou son égale PB , il est clair 
que l'oblique AE sera plus grande que AB , ou son 
égale AD. 

Corollaire. Toutes les obliques égales AB, AC, 
AD , etc. , aboutissent à la circonférence BCD , dé- 
crite du pied de la perpendiculaire P comme centre ; 
donc étant donné un point A hors d'un plan , si on 
veut trouver sur c& plan le point P où tomberait la 
perpendiculaire abaissée de A , il faut marquer sur ce 
plan trois points B , C , D , également éloignés du point 
A , et chercher ensuite le centre du cercle qui passe 
par ces points ; ce centre sera le point cherché P. * 

Scholie. L'angle ABP est ce qu'on appelle Yinéli» 
naison de V oblique AB sur le plan MN ; on voit que 
cette inclinaison est égale pour toutes les obliques AB , 
AC , AD , etc. , qui s'écartent également de la perpen- 
diculaire ; car tous les triangles ABP , ACP , ADP, etc. , 
sont égaux entre eux. 

PROPOSITION VI. 



THEOREME. 



Soit AP une perpendiculaire au plan MN et fig. i85. 
BC une ligne située dans ce plan; si du pied P 
de la perpendiculaire on abaisse PD perpendi- 
culaire sur BC, et qu'on joigne AD, je dis que 
AD sera perpendiculaire à BC. 

Prenez DB = DC , et joignez PB , PC, AB , AC : 
puisque *DB = DC, l'oblique PB = PC; et par rap- 
port à la perpendiculaire AP , puisque PB = PC , 
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* 5. l'oblique AB = ÀC * ; donc la ligne AD a deux de ses 
points A et D également distants des extrémités B et 
C ; donc AD est perpendiculaire sur le milieu de BC. 

Corollaire. On voit en même temps que BC est per- 
pendiculaire au plan APD , puisque BC est perpendi- 
culaire à la fois aux deux droites AD , PD. 

Scholie. Les deux lignes AE , BC , offrent l'exemple 
de deux lignes qui ne se rencontrent point , parceque 
elles ne sont pas situées dans un même plan. La plus 
courte distance de ces lignes est la droite PD , qui est 
à la fois perpendiculaire à la ligne AP et à la ligne 
BC. La distance PD est la plus courte entre ces deux 
lignes ; car si on joint deux autres points , comme A 
et B , on aura AB > AD, AD > PD ; donc , à plus forte 
raison , AB > PD. 

Les deux lignes, AE , CB , quoique non situées dans 
un même plan , sont censées faire entre elles un angle 
droit, parceque AE et la parallèle menée par un de 
ses points à la ligne BC feraient entre elles* un angle 
droit. De même la ligne AB et ta ligne PD , qui repré- 
sentent deux droites quelconques non situées dans le 
même plan , sont censées faire entre elles le même 
angle que ferait avec AB la parallèle à PD menée par 
un des points de AB. 

PROPOSITION VIL 

* 

TBÉOREME. 

%. 186. Si la ligne AP est perpendiculaire au plaft 
MN , toute ligne DE parallèle à AP sera per- 
pendiculaire au même plan. 

Suivant les parallèles AP, DE, conduisez un plan 
dont l'intersection avec le plan MN sera PD ; dans le 
pian MN menez BC perpendicukrire à PD, et joi- 
gnez AD. 



Suivant le corollaire du théorème précédent , BC 
est perpendiculaire au plan APDE ; donc l'angle BDE 
est droit : mais l'angle EDP est droit aussi , puisque 
AP est perpendiculaire à PD , et que DE est parallèle 
à AP; donc la ligne DE est perpendiculaire aux deux 
droites DP, DB ; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan MN. 

Corollaire I. Réciproquement si les droites AP, 
DE sont perpendiculaires au même plan MN , elles 
seront parallèles ; car si elles ne Tétaient pas , condui- 
sez par le point D une parallèle à AP , cette parallèle 
sera perpendiculaire au plan MN ; donc on pourrait , 
par un même point D , élever deux perpendiculaires 
à un même plan , ce qui est impossible*. * ^ 

Corollaire II. Deux lignes A et B, parallèles à une 
troisième G , sont parallèles entre elles ; car imaginez 
un plan perpendiculaire à la ligne C, les lignes A et B, 
parallèles à cette perpendiculaire , seront perpendicu- 
laires au même jïlan ; donc , par le corollaire précé- 
dent ., elles seront parallèles entre elles : il est entendu 
que les trois lignes ne sont pas dans le même plan , 
sans quoi la proposition serait déjà connue*. *a6. t. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Si la ligne AB est parallèle à une droite CD fig. 187. 
menée dans le plan MN , elle sera parallèle à ce 
plan. 

Car si la ligne AB , qui est dans le plan ABCD , ren- 
contrait le plan MN , ce ne pourrait être qu'en quelque 
point de la ligne CD, intersection commune des deux 
plans : or, ABue peut rencontrer CD, puisqu*elte lui 
est parallèle ; donc elle ne rencontrera pas non. plus 
le plan MN; donc çfle est parallèle à ce plan*, v *àêf.2. 
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PROPOSITION IX. 

THÉOREMB. 

fig. 188. Deux plans MN , PQ , perpendiculaires à une 
même droite AB , sont parallèles entre eux. 

Car s'ils se rencontraient quelque part , soit O un 
de leurs points communs, et joignez OA , OB ; la ligne 
AB , perpendiculaire au plan MN , est perpendiculaire 
à la droite OA menée par son pied dans ce plan ; par 
la même raison AB est perpendiculaire à BO ; donc 
OA et^OB seraient deux perpendiculaires abaissées du 
même point O sur la même ligne droite ,• ce qui est 
impossible ; donc les plans MN , PQ , ne peuvent se 
rencontrer ; donc ils sout parallèles. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

fig. 189. Les intersections EF , GH , de deux plans pa- 
rallèles MN , PQ , par un troisième plan FG , 
sont parallèles. 

Car si les lignes EF , GH , situées dans un même 
plan, ne sont pas parallèles, prolongées elles se ren- 
contreront ; donc les plans MN , PQ , dans lesquels 
elles sont , se rencontreraient aussi ; donc ils ne se- 
raient pas parallèles. 

PROPOSITION XL 



THEOREME. 



fig. 188. La ligne AB, perpendiculaire au plan MN, 

est perpendiculaire au plan PQ parallèle ÀMN . 

Ayant tiré à volonté la ligne BC dans le plan PQ , 

suivant. AB et BC > conduisez un plan ABC dont 



\ 
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l'intersection avec le plan MN soit AD, l'intersection 
AD sera parallèle à BC* : mais la ligne AB perpendi- * 10. 
culaire au plan MN est perpendiculaire à la droite 
AD ; donc elle sera aussi perpendiculaire à sa parai- 

jr lele BC ; et puisque la ligne AB est gf rpendiculaire à 
toute ligne BC menée par son pied dans le plan PQ, 

[; : il s'ensuit qu'elle est perpendiculaire au plan PQ. 

T PROPOSITION XIÎ. 

THEOREME. 

OC ♦ \ ' 

t Les parallèles EG , FH , comprises entre deux fig. 189. 

- plans parallèles MN , PQ , sont égales. 

N Par* les parallèles EG , FH , faites passer le plan 
EGHF , qui rencontrera les plans parallèles suivant 
EF et GH. Les intersections EF , GH , sont parallèles 
entre elles , ainsi que EG , FH ; donc la figure EGHF 
est un parallélogramme ; donc EG — FH. 

Corollaire. Il suit, de là que deux plans parallèles 

: sont par-tout a égale distance ; car si EG et FH sont. 

(1 perpendiculaires aux deux plans MN, PQ, elles se- 
ront parallèles entre elles * ; donc elles sont égales. 



*«. 



PROPOSITION XIII. 

. .THJÉORÊME. 

f 

Si deux angles C AE , DBF , non situés dans le fig- 190. 
même plan , ont leurs côtés parallèles et dirigés 
dans le même sens, ces angles seront égaux et 
leurs plans seront parallèles* 

Prenez AC = BD ,, AE = BF , et joignez CE , DF , 
AB, CD, EF. Puisque AC est égale et parallèle à BD, 
la figure ABDC est un parallélogramme*; dortc CD *3^ x. 
est égale et parallèle à AB. Par une raison semblable 

io 
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ÇF est égale et parallèle à AB ; donc aussi CD est 
çgale et p^r^lele à EF ; la figure CEFD est donc 
un parallelograrhme , et ainsi le côté CE est égal 
çt parallèle à ©F ; donc les triangles CÂE , DBF , 
sont équtfatéra^jj entre eux 5 donc Fangle CAE = 
DBF. 

En second lieu je dis que le plan ACE est parallèle 
au plan BDF : car, supposons que le plan parallèle à 
BDF, mené par le point A , rencontre les lignes CD , 
EF , en d'autres points que C et E , par exemple en 
G et H ; alors , suivant la proposition xu , les trois 
lignes AB , GD , FH , seront égales : mais les trois AB , 
CD, EF, le sont déjà; donc on aurait CD = GD > et 
FH = EF , ce qui est absurde ; donc le nlan ACE est 
parallèle à BDF. 

Corollaire. Si deux plans parallèles MN, PQ, sont 

rencontrés par deux autres plans C ABD , EABF , le$ 

' angles CAE, DBF, formés par les intersections des 

plans parallèles , seront égaux ; car l'intersection AC 

* 10. est parallèle à, Bï) * , AE Test à BF ; donc l'angle 

CAE = DBF. 

PROPOSITION XIV. 

l!fiiOR£MB. 

fi g . l0 o. Si trois droites AB , CD , EF , non situées dans 
le même plan 9 sont égales et parallèles , les tri- 
angles ACE , BDF , formés de part et d'autre 
par les extrémités de ces droites, seront égaux 
et leurs plans parallèles. 

Car , puisque AB est égale et parallèle à CD , là 
figure ABDG es* un parallélogramme ; donc le côté 
AC est égal et parallèle à BD. Par une raison sem- 
blable les côtés AE, BF sont égaux et parallèles, 
ainsi que CE , DF ; donc les deux triapgles CAE , 
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BDF, sont égaux ; on prouvera d'ailleur^ 9 comme 
dans la proposition précédente, que leurs plans sont, 
parallèles. 

PROPOSITION XV. 

THEOREME. 

Deux droites, comprises entre des plans pa- 
rallèles , sont coupées en parties proportionnelles. 

Supposons que la ligne ÀB rencontre les plans pa- fig. 191. 
ralleles MN , PQ , RS , en A , E , B , et que la ligne 
CD rencontre les mêmes plans en C , F , D ; je dis 
qu'on aura AE : EB : : CF : FD. " 

Tirez AD <Jui rencontre le plan PQ en G , et joi- 
gnez AC , EG , GF , BD ; les intersections EG , BD , 
des plans parallèles PQ , RS, par le plan ABD, sont 
parallèles * ; donc AE : EB : : AG : GD ; pareillement les * iq. 
intersections AC , GF , étant parallèles , on a AG : GD : : 
CFrFDj donc, à cause du rapport commun, AG: 
GD , on au^ AE.EB :: CF:FD. 

PROPOSITION XVI. 
th<éor]£me. 

Soit ABCD un qunérUatere quelconque situé ou non situé fig. 19a. 
dans un même plan; si on coupe les eétés opposés propor-i 
tionnellement par deux droites EF, GH, de sorte qu'on ait 
AE:EB::ï>¥:FC 9 etBG:GC::AU:BD' 9 jedi*quelesdroitgs 
EF, GH, se couperont en un point M, de manière qu'on 

*«raHM:MG::AE:EB, e*EM:MF::AH:HD. 

Conduisez suivant AD un plan quelconque A6HcB qui ne 
passe pas suivant GH ; par les points E , B , C , F , menez à 
GH les parallèles Ee, B6, Ce, ÎJ/*, qui rencontrent ce*plan 
en e, b, c,/ A cause des parallèles B6, GH, Ce*, on aura * l5 > 3 - 
m:Hc;:BG:GC:;AH;PDi doubles triangles AHfc , cHD , **o, 3. 

10. 
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sont semblables. On aura ensuite Ae:e6::ÂE:EB, etDf: 
fç : :J)F : FC ; donc Ae : eb : : D/:/c , ou , componendo , Ke : 
Hf::Ab:Dc; mais, à cause des triangles semblables AH*, 
cHD, on a Ab.Bc:: AH:HD ; donc Aé?:D/:: AH:HD : d'ail- 
leurs les triangles AH6 , cHD , étant semblables , l'angle HAe 
* 20, 34 = HD/; donc les triangles ARe , DH/*, sont semblables * , 
et l'angle AHe = DH/I U s'ensuit d'abord que ellfe&t une 
ligne droite, et qu'ainsi les trois parallèles Ee« GH, F/*, 
sont situées dans un même plan , lequel contiendra les deur* 
droites EF , GH ; donc celles - ci doivent se couper en un 
point ltj. Ensuite , à cause des parallèles Ee , MH , F/, on 
aura EM : MF : : t»H : H/": : AH : HD. Par une construction sem- 
blable , où l'on ferait passer un plan par AB , on démontre- 
rait que HM : MG :: AE : EB. 

PROPOSITION XVII. 

THEOREME. 

fig. 193. L'angle compris entre les deux plans M AN , 
MAP , peut être mesuré , conformément à la 
définition , par V angle NÀP que font entre elles 
les deux perpendiculaires AN, AP, menées dans 
chacun de ces plans à V intersection commune 
AM. 

Pour démontrer la légitimité de cette mesure, il 
faut prouver, i° qu'elle est constante, ou qu'elle serait 
la même en quelque point de. l'intersection commune 
qu'on menât les deux perpendiculaires. 

En effet si on prend un autre point M, et qu'on 
iûêïie MC dans le plan MN , et MB dans le plan MP , 
perpendiculaires à l'intersection commune AM ; puis- 
que MB et AP sont perpendiculaires à une même ligne 
AM y elles seront parallèles entre elles. Par la même 
raisQn MC est parallèle à AN ; donc l'angle BMC = 
* i3. PAN * ; 4onc il est indifférent de mener les perpendi- 
culaires au point M ou au point A ; l'angle cpm£>ris 
sera toujours le même. 
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2° Il faut prouver que si l'angle des deux plans 1 
augmente ou diminue dans un certain . rapport , 
l'angle PAN augmentera ou diminuera dans le même 
rapport. 

Dans le plan PAN décrivez du centre A et d'un 
rayon à volonté l'arc NDP , du centre M et d'un rayon 
égal décrivez l'arc CEB, tirez AD à volonté; les deux 
plans PAN-, BMG , étant perpendiculaires à une même 
droite MA, seront parallèles *; donc les intersections * 9 . 
AD , ME , de ces deux plans par un troisieme-'ÂMD , K 
seront parallèles ; donc l'angle BME sera égal à PAD *. * i3. 

Appelons pour un moment coin l'angle formé 
par deux plans MP , MN ; cela posé , si l'angle DAP . 
était égal à DAN, il est clair que le coin DAMP se- 
rait égal au coin DAMN ; car la base PAD se place- 
rait exactement sur son égale DAN , la hauteur AM 
serait toujours la même ; donc les deux coins coïnci- 
deraient l'un avec l'autre. On voit de même que si 
l'angle DAP était contenu un certain nombre de fois 
juste dans l'angle PAN, le coin DAMP serait contenu 
autant de fois dans le coin PAMN. D'ailleurs du rap- 
port en nombres entiers à un «apport quelconque Ja 
conclusion est légitime , et a été démontrée dans une 
occasion tout-à-fait semblable*; donc, quel que soit *i 7 ,2. 
le rapport de l'angle DAP à Pangle PAN, le coin 
DAMP sera dans ce même rapport avec le coin PAMN ; 
donc l'angle NAP peut être pris pour la mesure du 
coin PAMN , ou de l'angle que font entre eux les deux 
plans MAP, MAN. 

Scholie. Lorsque deux plans se traversent mutuel- 
lement, les angles opposés au sommet sont égaux,. et 
les angles adjacents valent ensemble deux angles 
droits; donc si un plan est perpendiculaire à un 
autre, eelui-ci est perpendiculaire au. premier. Pareil- 
lement dans la rencontre des plans parallèles par un 



troisième plaît , il existe les mêmes égalités d'angles et 
les mêmes propriétés que dans la rencontre de deux 
lignes parallèles par une troisième ligne. 

PROPOSITION XVIII. 

' THEOREME. 

fig. 194. • La ligne AP étant perpendiculaire au plan 
MN , tout plan APB , conduit suivant ÀP , sera 
perpendiculaire au plan MN '. 
• -Soit BC l'intersection des plans AB, MNj si dans 
le plan MN on mené DE perpendiculaire à BP, la ligne 
AP, étant perpendiculaire au plan MN, sera perpen- 
diculaire à chacune des deux droites BC , DE : mais 
l'angle APD , fermé par les deux perpendiculaires PA , 
PD, à l'intersection commune BP , mesure l'angle des 
deux plans AB , MN ; donc, puisque cet angle est droit, 

t <iéf. 5. tes deux plans sont perpendiculaires entre eux \ 

. Scholie. Lorsque trois droites, telles que AP, BP, 
DP , sont perpendiculaires entre elles , chacune de ces 
droites est perpendiculaire au plan des deux autres , et 
les trois plans sont perpendiculaires entre eux. 

PROPOSITION XIX. 

THEOREME. 

fig. 194. ' Si le plan AB est perpendiculaire au planMN f 
et que dans le plan AB on mené, la ligne PA per- 
pendiculaire à l'intersection commune PB , je dis 
que PA sera perpendiculaire au plan MN. 

Car si dans le plan MN on mené PD perpendicu- 
laire à PB , l'angle APD sera droit, puisque les plans 
sont perpendiculaire^ entre eux 5 donc la ligne AP 
est perpendiculaire aux deux droites PB , PD $ donc 
elle est perpendiculaire à leur plan MN. 



'LIVRE T. i5r 

. Corollaire, Si le plan AB est perpendiculaire au 
plan MN , et que par un point P de l'intersection 
commune on élevé une perpendiculaire aà plan MN, 
je dis que cette perpendiculaire sera dans le plan AB ; 
car, si elle n'y était pas, on pourrait mener dans le 
plan AB une perpendiculaire AP à l'intersection com- 
mune BP, laquelle serait en même temps perpendi- 
culaire au plan BJN ; donc au même -point P il y au- 
rait deux perpendiculaires au plain BJN$ ce qui est 
impossible*. *4« 

PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 

Si deux plans AB , AD , sont perpendiculaires ffg. 194. 
à un troisième MN , leur intersection commune 
AP sera perpendiculaire à ce troisième plan. 

Car si par le point P on élevé une perpendiculaire 
au planTON , cette perpendiculaire doit se trouver à 
la folR dans le plan AB et dans le plan AD * ; donc elle * 19, 
est leur ititersectibn commune Àï\ 

PROPOSITION XXL 

THJBOAÂM'E. 

Si un angle solide est formé pur trou angles fig 19 5 
plans, la somme de deux quelconques de ces 
angles sera ptus grande que le troisième. 

Il n'y a lieu à démontrer la proposition que lorsque 
l'angle plan qu'on compare à la aàrane des cteux au- 
tres est. plus grand que chacun de cèuxHei. Soit donc 
l'angle solide S formé par trois angles plans AS©, 
ASC , BSG , et supposons que l'angèe ASB soit le plus 
grand des trois j je dis qu'on aura ASB< ASC-hBSC. 

Dans le plan ASB faites l'angle BSD s BSG , tirez 
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à volonté la droite ADB; et, ayant pris SC = SD, 
joignez AC, BC. 

Les deux côtés BS , SD , sont égaux aux deux B&, 
SC , l'angle BSD = BSC ; donc les deux triangles BSD , 
BSC, sont égaux; donc BD=tBC. Mais on a AB< 
AC -f- BC ; retranchant d'un côté BD , et de l'autre 
son égale BC , il restera AD < AC. Les deux côtés AS, 
SD , sont égaux aux deux AS , SC , le troisième AD 
* io, i. est plus petit que le troisième AC ; donc * l'angle ASD 
< ASC. Ajoutant BSD = BSC , on aura ASD 4- BSD, 
ou ASB < ASC + BSC. 

PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 

La somme des angles plans qui forment un 

angle solide est toujours moindre. que quatre 

angles droits. 

fig. 196. Coupez .l'angle, solide S par un plan quiconque 

ABCDE ; d'un point O pris dans ce plan m^ez à 

v tous les angles les lignes OA , OB , OC , OD , OE. 

La somme des angles des triangles ASB , BSC , etc. 
formés autour du sommet S, équivaut à la somme 
des angles d'un pareil nombre de triangles AOB, 
BOC , etc. , formés autour du sommet O. Mais au 
point B les angles ABO, OBC, pris ensemble r font 
l'angle ABC plus petit que la somme des angles ABS 
SBC * ; de même au point C on a BCO -f- OCD < 
BCS -h SCD ; et ainsi à tous les angles du polygone 
ABCDE. Il suit de .là que dans les triangles dont le 
sommet est en O, la somme des angles à la base est 
plus petite que la somme des angles à la base dans 
les triangles dont le sommet est en S ; donc , par com- 
pensation , la somme des angles formés autour du 
point Q est plus grande, que la somme des angles au- 
tour du point S. .Mais la somme des angles autour 
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du point est égale à quatre angles droits* ; donc la *5, u 
somme des angles plans qui forment l'angle solide S 
est moindre que quatre angles droits. 

SchoUe. Cette démonstration suppose que l'angle 
solide est convexe, ou que le plan d'une face prolon- 
gée ne peut jamais couper l'angle solide; s'il en était 
autrement la somme des angles plans n'aurait plus de 
bornes et pourrait être 4 d'une grandeur quelconque. 

PROPOSITION XXIIL 

THÉOfeÊMS. 

Si deux* angles solides sont composés de trous 
angles plans égaux chacun à chacun , les plans 
dans lesquels sont les angles égaux seront égale* 
inent inclinés entre eux. 

Soit l'angle ASC = DTF, l'angle ASB = DTÈ, et fig.197. 
l'angle BSC = ETF; je dis que les deux plans ASC, 
ASB , auront entre eux x une inclinaison égale à celle 
des plans DTF , DTE. x 

Ayant pris SB à volonté , menez BO perpendicu- 
laire au plan ASC ; du point O, où cette perpendicu- 
laire rencontre le plan, menez OA, OC, perpendicu- 
laires sur SA , SC ; joignez AB , BC ; prenez ensuite 
TE = SB ; m^nez EP perpendiculaire sur le plan 
DTF ; du point P menez PD, PF ,. perpendiculaires 
sur TD, TF ; enfin joignez DE, EF. 

Le triangle S AB est rectangle eu A , et le triangle 
TDE en D% et puisque l'angle ASB = DTE, on a *6. 
aussi SBA = TED. D'ailleurs SB 3= TE : donc. le 
triangle S AB est égal au triangle TDE ; donc SA =2 
TD , et AB = DE. On démontrera semblablement 
que SC = TF, et BC = EF. Cela posé, le quadri- 
latère SAOC est égal au quadrilatère TDPF; car 
posant l'angle ASC sur son égal DTF , à cause de 
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SA = TD et SC =±a TF j te point A tombera en ï) et le 
point C en F. En même temps , AO perpendiculaire 
à SA , tombera sur DP perpendiculaire à TD , et pa- 
reillement OC sut PF ; donc le point O tombera sur 
le point P, et on aura AO t=z DP. Mais les triangles 
ÀOB , DPE, sont rectangles en O et P^ l'hypoténuse 
ABs=DE, et le côté AO = DP; donc ces triangles 
18,1. sont égaux * ; donc l'angle OAB = PDE. L'angle 
OAB est l'inclinaison des deux plans ASB , ASC ; l'an- 
gle PDE est celle des deux plans DTE , DTF ; donc 
ces deux inclinaisons sont égales entre elles. 

Il faut observer cependant que l'angle A du trian- 
gle rectangle OAB n'est proprement l'inclinaison des 
deux plans ASB , ASC, que lorsque la perpendi- 
culaire BO tombe , par rapport à SA , du même 
côté que SC ; si elle tombait de l'autre côté , alors 
l'angle des deux plans serait obtus , et , joint à Fan- 
gle A du triangle OAB, il ferait deux angles droits. 
Mais dans le même cas l'angle des deux plans TDE , 
TDF , serait pareillement obtus , et , joint à Fangle 
D du triangle DPE , il ferait Vieux angles droits ; 
donc * comme l'ahgle A serait toujours égal à D, on 
conclurait de même que l'inclinaison des deux plans 
ASB , ASC , est égale h celte des deux plans TDE , 
TDF. 

Scholie. Si deux aîïglés solides sont composés de 
trois angles plans égaux chacun à chacun , et qu'en 
même temps les angles -égaux ou homologues soient 
disposés de la même manière dans les deux angles 
solides * alors ces angles seront égaux , et posés l'un 
sur l'autre ils coïncideront. En effet on a déjà vu 
que le quadrilatère SAOC peut être placé sur son 
égal TDPF 9 ainri en plaçant SA sur TD , SG tombe 
sur' TF et le point O sur le point P. Mais, à cause 
de l'égalité des triangles AOB, DPE , la perpendicu- 
laire OB au plan ASÇ est égale à la perpendiculaire 
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PE au plan TDF ; de plus ces perpendiculaires sont 
dirigées dajis le même sens ; donc le point B tombera 
sur le point E , la ligne SB sur TE , et les deux angles 
solides coïncideront entièrement l'un avec l'autre. 

Cette coïncidence cependant n'a lieu qu'en sup- 
posant que les angles plans égaux sont disposés de la 
même manière dans les deux angles solides ; car si 
les angles plans égaux étaient disposés dans un ordre 
inverse , ou, ce qui Devient au même, si les perpen- 
diculaires OB, PE, au lieu d'être dirigées dans le 
même sens par rapport aux plans ASC , DTF, étaient 
dirigées en- sens contraires , alors il serait impossible 
de faire coïncider les deux angles solides l'un avec 
l'autre. Il n'en serait cependant pas moins vrai, con- 
formément au théorème, que les plans dans lesquels 
sont les angles égaux seraient également inclinés 
entre eux ; de sorte que les deux angles . solides se» 
raient égaux dans toutes leurs parties constituantes, 
sans néanmoins pouvoir être superposés. Cette sorte 
d'égalité , qui n'est pas absolue ou de superposition , 
mérite d'être distinguée par une dénomination par- 
ticulière : nous l'appellerons égalité par symmétrie. 
Ainsi les deux angles solides dont il s'agit , qui sont 
formés par trois angles plans égaux chacun à chacun, 
mais disposés dans un ordre inverse , s'appelleront 
angles égaux par symmétrie, ou simplement angles 
sjrmmé triques. 

La même remarque s'applique aux angles solides 
formés de plus de trois angles plans : ainsi un angle 
solide formé par les angles plans A , B , C , D , E , et 
un autre angle solide formé par les mêmes angles 
dans un ordre inverse A, E, D, C, B, peuvent être* 
tels que les, plans dans lesquels sont les angles égaux 
soient également inclinés entre eux. Ces deux angles 
solides , qui seraient égaux sans que la superposition 
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rïït possible , s'appelleront angles égaux par symmè- 
trie, ou angles sytnmétriques. 

Dans les figures planes il n'y a point proprement 
d'égalité par symmétrie, et toutes celles qu'on vou- 
drait appeler ainsi seraient des égalités absolues ou de 
superposition : la raison en est qu'on peut renverser 
une figure plane , et prendre indifféremment le dessus 
pour le dessous.' Il en est autrement dans les solides 
où la troisième dimension peut être prise dans deux 
sens différents. 

PROPOSITION XXIV. 

PROBLEME. 

Étant donnés les trois angles plans quiforrrtent 
un angle solide , trouver par une construction 
plane V angle que deux de ces plans font entre 
eux. 
fig. 198. Soit S l'angle solide proposé , dans lequel on con- 
naît tes trois angles plans ASB, ASC, BSC; on de- 
mande l'angle que font entre eux deux de ces plans , 
par exemple , les plans ASB , ASC. 

Imaginons qu'on ait fait la même construction que 
dans le théorème précédent , l'angle OAB serait l'angle 
requis. Il s'agit donc de trouver le même angle par 
une construction plane ou tracée sur un plan. 

Pour cela faites sur un plan les angles B'SA , ASC « 
B"SC , égaux aux angles BSA , ASC , BSC , dans la 
figure solide; prenez B'S et B"S égaux chacun à BS 
de la figure solide; des points B' et B" abaissez B'A 
et B"C perpendiculaires sur SA et SC , lesquelles se 
rencontrent en un point O. Du point A comme centre 
et àa rayon. AB' décrivez la demi - circonférence 
B'&E; au point O éle vea sur **'E la perpendiculaire 
Oft , qui- rencontre la circonférence en b , joignez &b , 
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et l'angle EAft sera l'inclinaison cherchée des deux 
plans ASC , ASB dans l'angle solide. 

Tout se réduit à faire voir que le triangle AOb de 
la figure plane est égal au triangle AOB de la figure 
solide. Or les deux triangles B'SA, BSA, sont rectan- 
gles en A , les angles, en S sont égaux ; donc les angles 
en B et B' sont pareillement égaux. Mais l'hypoté- 
nuse SB' est égale à l'hypoténuse SB ; donc ces trian- 
gles sont égaux 5 donc SA de la*figure plane est égale 
à SA de la figure solide , et aussi AB ' , ou son égale 
kb dans la figure plane est égale à AB dans la figure 
solide. On démontrera de même que SG est égal de 
part et d'autre ; d'où il suit que le quadrilatère SAOC 
est égal dans l'une et dans l'autre figure > et qu'ainsi 
AO de la figure plane est égal à AO de la figure 
solide ; donc dans l'une et dans l'autre les triangles 
rectangles AOb , AOB , ont l'hypoténuse égale et un 
côté égal ; donc ils sont égaux , et l'angle EAA, trouvé 
par la construction plane , est égal à l'inclinaison des 
deux plans SAB , SAC dans l'angle solide. 

Lorsque le point O tombe entre A et 6' dans la 
figure plane , l'angle EA& devient obtus , et mesure 
toujours la vraie inclinaison des plans ; c'est pour 
cela que l'on a désigné par EA&, et n'on par OA&, 
l'inclinaison demandée , afin que la même solution 
convienne à tous les cas sans exception. 

Scliolie. On peut demander si, en prenant trois 
angles plans à volonté, on pourra former avec ces 
trois angles plans un angle solide. 

D'abord il faut que la somme des trois angles don- 
nés soit plus petite que quatre angles droits , sans quoi 
l'angle solide ne peut être formé f il faut de plus 
qu'après avoir pris deux des angles à volonté B'SA, 
ASC, le troisième CSB V soit tel que la perpendicu- 
laire B"C au côté SC rencontre le diamètre B f S entre 
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ses extrémités B ' et E. Ainsi les limites de la gran- 
deur de l'angle CSB" sont celles qui font aboutir h 
perpendiculaire B"C aux points B' et E. De ces points 
abaissez sur $C les perpendiculaires B'I, EK, qui 
rencontrent en I et K la circonférence décrite du 
rayon SB" , et les limites de l'angle CSB" seront GSI 
et CSK. 

Mais dans le triangle isoscele B 'SI , la ligne GS pro- 
longée étant perpendiculaire à la base B 'I , on a l'angle 
GSI = CSB' = ASC + ASB\ Et dans le triangle 
isoscele ESK j la ligne SC étant perpendiculaire à 
EK, on a l'angle CSK = CSE. D'ailleurs, à cause des 
triangles égaux ASE, ASB', l'angle ASE = ASB'; 
donc CSE ou CSK = ASC — ASB 

Il résulte de là cpie le problême sera possible toutes 
les fois que le troisième Angle CSB" sera plus pebjt 
que la somme des deux autres ASC , ASB ' , et plus 
grand que leur différence : condition qui s'accorde 
avec le théorème xxi ; car, en vertu de ce théorème, 
il faut qu'on ait CSB" < ASC •+- ASB' ; il faut aussi 
qu'on ait ASC < CSB" + ASB' , ou CSB" > ASC — 
ASB'. 

PROPOSITION XXV. 



PROBLÈME. 



Étant donnés deux des trois angles plans 
qui forment un angle solide , avec l'angle que 
leurs pians font entre eux , trouver le troisième 
angle plan. 
fig.To8. Soient ASC, ASB' , les deux angles plans donnés, 
et supposons pour un moment que CSB" soit le troi- 
sième angle que l'on cherche , alors , en faisant la 
même construction que dans le problême précédent, 
l'angle compris entre les plans des deux premiers 
serait EA&. Or , de même qu'on détermine l'angle 
EA& par le moyen de CSB" , les deux autres étant 
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donnés ; de même on peut déterminer CSB" par le 
moyen de EAZ», ce qui résoudra le problème pro- 
posé. . . 

Ayant pris SB' à volonté, abaissez sur SA la per- 
pendiculaire indéfinie B'E, faites l'angle EA& égal à 
l'angle des deux plans donnés-; dû point b où le cftté 
Kb rencontre la circonférence décrite du centre A et 
du rayon AB', abaissez sur AE la perpendiculaire 
£0, et du point O abaissez 1 sur SC la perpendiculaire 
indéfinie OCB* , que vous terminerez en W de ma- 
nière quf SB" = SB'; l'angle GSB r sera le troisième 
angle plan demandé. 

Car si on forme un angle solide avec les trois an- 
gles plans B 'SA , ASC , CSB" , l'inclinaison des plans 
où sont les angles donnés "ASB', ASC, sera égale à 
Pangle donné EA£. ' 

Scholie. Si un angle solide est quadruple, ou formé fig. 199, 
par quatre angles plans ASB , BSC , CSD , DSA , la 
connaissance de ces angles ne suffit pas pour déter- 
miner les inclinaisons mutuelles de leurs plans ; car 
avec les mêmes angles plans on pourrait former une 
infinité d'angles solides. Mais si on ajoute une condi- 
tion , par exemple, si on donne l'inclinaison des deux 
plans ASB, BSC, alors l'angle solide est entièrement 
déterminé , et on pourra trouver l'inclinaison de 
deux de ses plans quelconques. En effet, imaginez 
un angle solide triple formé par les angles plans ASB, 
BSC , ASC ; les deux premiers angles sont donnés , 
ainsi que l'inclinaison de leurs plans ; on pourra donc 
déterminer, par le problême qu'on vient de résoudre, 
le troisième angle ASC. Ensuite , si on considère 
l'angle solide triple formé par les angles plans ASC, 
ASD , DSC , ces trois angles sont connus ; ainsi l'angle 
solide est entièrement déterminé. Mais l'angle solide 
quadruple est formé par la réunion des deux angles 
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solides triples dont on vient de parler ; donc , puisque 
ces angles partiels sont connus et déterminés , l'angle 
total sera pareillement connu et déterminé. 

Uangle des deux plans ASD, DSC, se trouverait 
immédiatement par le moyen du second angle solide 
partiel. Quant à l'angle des deux plans BSG , GSD , il 
faudrait dans un angle solide partiel chercher l'angle 
compris entre. les deux plans ASC, DSC* et dans 
l'autre l'angle compris entre les deux plans ASC, 
BSC ; la somme de ces deux angles serait l'angle com- 
pris entre les plans BSC, DSC. 

On trouvera de la même manière que., pour dé- 
terminer un angle solide quintuple , il faut connaître, 
outre les cinq angles plans qui le composent, deux 
des inclinaisons mutuelles de leurs plans ; il en fau- 
drait trois dans l'angle solide sextuple, et ainsi de 
suite. 




***«^^ *'%'*''*P i V%^%'*i».*<»^»(%<%^«%^»>%.%^^»^V*^.^'*.'^% ■»•*%.», "*%/>. -».*.'k'VW%.%/%.-^*. -%.-%.*<*•»»•%•% V%"» 



LIVRE VL 



• LES POLYÈDRES. 



DEFINITIONS. 



I. vJn appelle solide polyèdre , ou simplement po- 
lyèdre, tout solide terminé par des plans ou des faces 
planes. (Ces plans sont nécessairement terminés eux- 
mêmes par des lignes droites.) On appelle en parti- 
culier tétraèdre le solide qui a quatre faces ; hexaèdre 
celui qui en a six ; octaèdre celui qui en a huit ;*<fo- 
décaèdre celui qui en a douze ; icosaèdre celui qui 
en a vingt , etc» 

Le tétraèdre est le plus simple des polyèdres^ car 
il faut au moins trois plans pour former un angle so- 
lide, et ce$ trois plans laissent un vide qui > pour être 
fermé , exige au moins un quatrième plan. 

II. L'intersection commune de deux faces adja- 
centes d'un polyèdre s'appelle côté ou arête du po- 
lyèdre. 

III. On appelle polyèdre régulier celui dont toutes 
les faces sont des polygones réguliers égaux, et dont 
tous les angles solides sont égaux entre eux. Ces po- 
lyèdres sont au nombre de cinq. Voyez Fappendice 
aux livres VI et VII. 

IV. Le prisme est un solide compris sous plusieurs 
plans parallélogrammes , terminés de part et d'autre 
par deux plans polygones égaux et parallèles. 

Pour construire ce solide, soit ABCDE un poly- fig.200 
gone quelconque ; si dans un plan parallèle à ABC , 
on mené les lignes FG , G H , HI, etc., égales et pa- 
rallèles aux côtés AB, BC, CD, etc. , ce qui forinera 

ii 
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le polygone FGHIK égal à ABCDE ; si ensuite on 
joint d'un plan à l'autre les sommets des angles ho- 
mologues par les droites AF , BG , CH , etc. , les faces 
ABGF, BCHG , etc. , seront des parallélogrammes, et 
le solide ainsi formé ABCDEFGHIK, sera un prisme. 

V. Les polygones égaux et parallèles ABCDE, 
FGHIK, s'appellent les bases du prisme; les autres 
plans parallélogrammes pris ensemble constituent la 
surface latérale ou convexe du prisme. Les droites 
égales AF, BG, CH, etc., s'appellent les côtés du 
prisme. 

VI. La hauteur d'un prisme est la distance de ses 
deux bases, ou la perpendiculaire abaissée d'un point 
deJa base supérieure sur le plan de la base inférieure. 

VIL Un prisme est droit lorsque les côtés AF , 
BG , etc., sont perpendiculaires aux plans des bases : 
alors chacun d'eux est égal à la hauteur du prisme. 
Dans tout autre cas le prisme est oblique , et la hau- 
teur est plus petite que le côté. 

VIII. Un prisme est triangulaire > quadranguJaire , 
pcntagonaly hexagonal, etc. , selon que la base est 
un triangle , un quadrilatère , un pentagone , un 
hexagone , etc. 

fig. 206. IX. Le prisme qui a pour base un parallélogramme 
a toutes ses faces parallélogrammiques ; il s'appelle 
parallélépipède. 

Le parallélépipède est rectangle lorsque toutes ses 
faces sont des rectangles. 

X. Parmi les parallélépipèdes rectangles on distin- 
gue le cube ou hexaèdre régulier compris sous six 
quarrés égaux. â 

fig. 196- XL La pyramide est le solide formé lorsque plu 
sieurs plans triangulaires partent d'un même point S 
et sont terminés aux différents côtés d'un même pla 
polygonal ABCDE. 
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Ije polygone ABCDE s'appelle la base de la pyra- 
mide, le point S en est le sommet, et l'ensemble des 
triangles ASB , BSC , etc. , forme la surface convexe 
ou latérale de la pyramide. 

XII. La hauteur de la pyramide est la perpendicu- 
laire abaissée du sommet sur le plan de la base, pro- 
longé s'il est nécessaire. 

XIIL La pyramide est triangulaire, quadrangu- 
laire , etc. , selon' que la base est un triangle , un 
quadrilatère, etc. 

XIV. Une pyramide est régulière lorsque la base 
est un polygone régulier , et qu'en même temps la 
perpendiculaire abaissée du sommet sur le plan de la 
base passe par le centre de cette base ; cette ligne 
s'appelle alors Y axe de la pyramide. 

XV. Diagonale d'un polyèdre est la droite qui joint 
lefc sommets de deux angles solides non adjacents. 

XVI. J'appellerai polyèdres symmétriques deux: 
polyèdres qui, ayant une base commune, sont con- 
struits semblablement, l'un au-dessus du plan de cette 
base , l'autre au-dessous , avec cette condition que les 
sommets des angles solides Mbmologues soient situés 
à égales distances du plan de la base, sur une même 
droite perpendiculaire à ce plan. 

Par exemple, si la droite ST est perpendiculaire fig-ao*. 
au plan ABC, et qu'au point O où elle rencontre ce 
plan elle soit divisée en deux parties égales , les deux 
pyramides SABG, TABC, qui ont la base commune 
ABC , seront deux polyèdres symmétriques. 

XVII. Deux pyramides triangulaires sont sembla- 
bles, lorsqu'elles ont deux faces semblables chacune 
à chacune, semblablement placées et également in- 
clinées entre elles. 

Ainsi , en supposant les angles ABC = DEF , BAC %• *°3. 
= EDF, ABS = DET, BAS = EDT, si en outre l'in- 
clinaison des plans ABS, ABC, est égale à celle de 
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leurs homologues DTE , DEF , les pyramides S ABC , 
TDEF , seront semblables. 

XVIII. Ayant formé un triangle avec les sommets 
de trois angles pris sur une même face ou base d'un 
polyèdre, on peut imaginer que les sommets des dif- 
férents angles solides du polyèdre , situés hors du 
plan de cette base , soient ceux d'autant de pyramides 
triangulaires qui ont pour base commune le triangle 
désigné, et chacune de ces pyramides déterminera la 
position de chaque angle solide du polyèdre par rap- 
port à la base. Cela posé : 

Deux polyèdres sont semblables lorsqu'ayant des 
bases semblables , les sommets des angles solides ho- 
mologues, hors de ces bases, sont déterminés par des 
pyramides triangulaires semblables chacune à cha- 
cune. 

XIX. J'appellerai sommets d'un polyèdre les points 
situés aux sommets de ses différents angles solides. 

2V. B. Tous les polyèdres que nous considérons sont des polyèdres à 
' angles saillants ou polyèdres convexes* Nous appelons ainsi ceux dont 
la surface ne peut être rencontrée par une ligne droite en plus de deux 
points. Dans ces sortes de polrôdres le' plan d'une face prolongé ne peut 
couper le solide ; il est donc impossible que le polyèdre soit en partie au- 
• dessus du plan d'une face , en partie au-dessous ; il est tout entier d'un 
même côté de ce plan. 

PROPOSITION PREMIERE. 



A 



THEOREME. 



Deux polyèdres ne peuvent avoir les mêmes 
sommets et en même nombre sans coïncider Vun 

* 

avec Vautre. 

* 

Car supposons l'un des polyèdres déjà construit ; 
si on ^eut en construire un autre qui ait les mêmes 
somniets et en même nombre, il faudra que les plans 
de celui-ci ne passent pas tous par les mêmes points 
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que dans le premier , sans quoi ils ne différeraient 
pas l'un de l'autre : mais alors il est clair que quel- 
ques uns des nouveaux plans couperaient le premier 
polyèdre; il y aurait des sommets au-dessus de ces 
plans et des sommets au-dessous , ce qui ne peut con- 
venir à un polyèdre convexe : donc, si deux polyèdres 
ont les mêmes sommets et en même nombre , ils doi- 
vent nécessairement coïncider l'un avec l'autre. 

Scholie. Etant donnés de position les points A , B , % 204* 
C , K , etc. y qui doivent servir de sommets à un polyè- 
dre , il est facile de décrire le polyèdre. 

Choisissez d'abord trois points voisins D , E , H , 
tels que le plan DEH passe, s'il y a lieu, par de nou- 
veaux points K, C, mais laisse tous les autres d'un 
même côté, tous au-dessus du plan ou tous au-des-' 
sous $ le plan DEH ou DEHKC , ainsi déterminé , 
sera une face du solide. Suivant un de ses côtés EH , 
conduisez un plan que vous ferez tourner jusqu'à' ce 
qu'il rencontre un nouveau sommet F , ou plusieurs 
à la fois F , I ; vous*aurez une seconde face qui sera 
FEH ou FEHI. Continuez ainsi en faisant passer des 
plans par les côtés trouvés jusqu'à ce que le solide 
soit terminé de toutes parts .: ce. solide sçrale polyèdre 
demandé , car il n'y en a pas deux qui puissent avoir 
les mêmes sommets. 

PROPOSITION IL 

THÉORÈME. 

Dans deux polyèdres syminètriques les faces 
homologues sont ègates chacune à chacune , et 
l'inclination de deux faces adjacentes, dans un 
de ces solides, est égale à V inclinaison des faces 
homologues dans Vautre. 

Soit ABCDE la base commune aux deux polyèdres ; H- > o5 « 
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soient M et N les sommets de deux angles solides 
quelconques de l'un des polyèdres , M' et N' les som- 
mets homologues de l'autre polyèdre; il faudra, sui- 
vant la définition, que les droites MM' , NN' , soient 
perpendiculaires au plan ABC et soient divisées en 
deux parties égales aux points m et n où elles ren- 
contrent ce plan. Cela posé , je dis que la distance MN 
est égale à M'N\ v 

Car, si on fait tourner le trapèze mM'N'n autour 
de mn jusqu'à ce que son plan s'applique sur le plan 
mM N/i ; à cause des angles droits en m et en ri , le 
côté mM r tombera sur son égal wM, et nW sur nN ; 
donc , les deux trapèzes coïncideront. , et on aura 
MN = M'N'. 

Soit P un troisième sommet du polyèdre supérieur, 
et P ' son homologue dans l'autre , on aura de même 
MP = M'P' etNP = ÎTP'; donc le triangle MNP, 
qui joint trois sommets quelconques du polyèdre supé- 
rieur 7 est égal du triangle M'N'P' qui joint les trois 
sommets homologues de Vautre polyèdre. 

Si parmi ces triangles on considère seulement ceux 
qui sont formés à la surface des polyèdres , on peut 
déjà conclure que les surfaces des deux polyèdres 
sont composées d'un même nombre de triangles égaux 
chacun à chacun. 

Je dis maintenant que si des triangles sont dans un 
même plan sur une surface et forment une même face 
polygone, les triangles homologues seront dans un 
même plan sur l'autre surface et formeront une face 
polygone égale. 

En effet scient MPN, NPQ, deux triangles adja- 
cents qu'on suppose dans un même plan * et' soient 
M'P'N', N'P'Q\ leurs homologues. On a l'angle 
MNP = M'N'P' , l'angle PNQ = P'N'Q' ; e\ si on 
joignait MQ et M'Q' > le triangle MNQ serait égal à 
M'N'Q' , ainsi on aurait l'angle MNQ = M'N'Q\ 
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Mais puisque MPNQ est un seul plan , ona l'angle 
MNQ= MNP -f- PNQ; donc on aura aussi M'N'Q' 
= M , NT , + P'N'Q'.Or,silestroisplansM'N , P', 
P'N'Q', M'N'Q', n'étaient pas, confondus en un 
seul, ces trois plans formeraient un angle solide, et 
on aurait* l'angle M'N'Q' <M'N'P' -f- P'N'Q' ; **o,5. 
donc, puisque cette condition n'a pas lieu, les deux 
triangles M'N'P' r P'N'Q', sont dans un même plan. 

Il suit de là que chaque face , soit triangulaire , soit 
polygone, dans un polyèdre, répond à une face égale 
dans l'autre , et qu'ainsi les deux polyèdres sont com- 
pris sous un même nombre de plans égaux , chacun à 
chacun. 

Il reste à prouver que l'inclinaison de deux faces 
adjacentes quelconques dans l'un des polyèdres est 
égale à l'inclinaison des deux faces homologues dans 
l'autre. 

Soient MPN , NPQ , deux triangles formés suï v 
l'arête commune NP dans les plans des deux faces 
adjacentes ; soient M'P'N', N'P'Q', leurs homolo- 
gues ; on peut concevoir en N un angle solide formé 
par les trois angles plans MNQ, MNP, PNQ, et en 
N' un angle solide formé par 'les trois M'N'Q', 
M'N'P', P'N'Q'. Or on a déjà prouvé que ces angles 
plans sont égaux chacun à chacun ; donc l'inclinaison 
des deux plans MNP , PNQ , est égale à celle de leurs 
homologues M'N'P', P'N'Q'*. Ma, 5. 

Donc , dans les polyèdres symmétriques , les faces 
sont égales chacune à chacune . et les plans de deux 
faces quelconques adjacentes d'un des solides , ont 
entre eux la même inclinaison que les plans des deux 
faces homologues de l'autre solide. 

Scholie. On peut remarquer que les angles solides 
d'un polyèdre sont les symmétriques des angles solides 
de Vautre polyèdre ; car si l'angle solide N est formé 
par les plans MNP, PNQ, QNR, etc. , son homolo- 
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gue N' est formé par les plans M'N'P' , P'N'Q r , 
Q'N'R', etc. Ceux-ci paraissent disposés dans le 
même ordre que les autres ; mais , comme les deux 
angles solides sont dans une situation inverse l'un par 
rapport à l'autre, il s'ensuit que la disposition réelle 
des plans qui forment l'angle solide N' est l'inverse 
de celle qui a lieu dans l'angle homologue N. D'ail- 
leurs les inclinaisons des plans consécutifs sont égales 
dans l'un et dans l'autre angle solide ; donc ces angles 
solides sont symmétriques l'un de l'autre. Voyez le 
scholie de la prop. XXIII, ftV. V. 

Cette remarque prouve qu'im polyèdre quelconque 
ne peut avoir qu'un polyèdre symmétrique. Car si on 
construisait sur une autre base un nouveau polyèdre 
symmétrique au polyèdre donné , les angles solides 
de celui-ci seraient toujours symmétriques des angles 
du polyèdre donné ; donc ils seraient égaux à ceux 
du polyèdre symmétrique construit sur la première 
base. D'ailleurs les faces homologues seraient toujours 
égales ; donc les polyèdres symmétriques construits 
sur une base ou sur une autre auraient les faces égales 
et les angles solides égaux ; donc ils coïncideraient 
par la superposition', et ne feraient qu'un seul et même 
polyèdre. 

PROPOSITION III. 

» 

. THEOREME. . 

Deux prismes sont égaux lorsqu'ils ont un 
angle solide compris entre trois plans égaux 
chacun à chacun et semblablement placés. 
fig. aoo. Soit la base ABCDE égale à la base abcde, le paral- 
lélogramme ABGF égal au parallélogramme abgf, 
et le parallélogramme BCHG égal au parallélogramme 
bchg; je dis que le prisme ABCI sera égal au prisme 
abcL 
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Car soit posée h» base ABCDE sur son égale. abcde, 
ces deux bases coïncideront : mais les trois angles 
plans qui forment l'angle solide B sont égaux aux. 
trois angles plans qui forment l'angle solide b y cha- 
cun à chacun, savoir, ABC = abc , ABGr^a&g', et 
GBC =gbc; de plus ces angles sont semblablement 
placés : donc les angles solides B et b sont égaux , et 
par conséquent le côté BG tombera sur son égal bg. 
On voit aussi qu'à cause des parallélogrammes égaux 
ABGF , abgf, le côté GF tombera sur son égal gf^ 
et semblablement G H sur gh; donc la base supé- 
rieure FGHIK coïncidera entièrement avec son égale 
fghik } et les deux solides seront confondus en un 
seul , puisqu'ils auront les mêmes sommets*. Donc * t . 
deux prismes sont égaux, etc. 

Corollaire. Deux prismes droits qui ont des bases, 
égales et des hauteurs égales sont égaux. Car ayant le 
côté ÂB égal à ab , et la hauteur BG égale kbg r le 
rectangle ABGF sera égal au rectangle abgf; il en 
sera de même des rectangles BGFC , bgfc , ainsi les 
trois plans qui forment l'angle solide B sont égaux 
aux trois qui forment l'angle solide b. Donc les deux 
prismes sont égaux. 

PROPOSITION IV. 

THEOREME. 

Dans tout parallélépipède les plans opposés 
sont égaux et parallèles. 

Suivant la définition de ce solide , les bases ABGD , fig. 206. 
EFGH , sont des parallélogrammes égaux , et leurs 
côtés sont parallèles : il reste donc à démontrer que 
la même chose a lieu pour deux faces latérales oppo- 
sées telles que AEHD , BFGC. Or , AD est égale et 
parallèle à BC , puisque la figure ABCD est un parai- 
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lélogramme ; par une raison semblable AE est égale 
et parallèle à BF : donc l'angle DAE est égal à l'angle 
* i3, 5. CBF % et le plan DAE parallèle à CBF ; donc aussi le 
parallélogramme DAEH est égal au parallélogramme 
CBFG. On démontrera de même que les parallélo- 
grammes opposés ABFE,, DCGH, sont égaux et pa- 
rallèles. 

Corollaire. Puisque le parallélépipède est un solide 
compris sous six plans dont les opposés sont égaux et 
parallèles , il s'ensuit qu'une face quelconque et son 
opposée peuvent être prises pour les bases du paral- 
lélépipède. * 

Scholie. Etant données trois droites AB , AE , AD , 
passant par un même point A , et faisant entre elles 
des angles donnés , on peut sur ces trois droites con- 
struire un parallélépipède j il faut pour cela mener 
par l'extrémité de chaque droite un plan parallèle 
au plan des deux autres 9 savoir, par le point B un 
plan parallèle à DAE , par le point D un plan paral- 
lèle à BAE , et par le point E un plan parallèle à BAD. 
Les rencontres 'mutuelles de ces plans formeront le 
parallélépipède demandé. 

PROPOSITION V. 

THEOREME. 

Dans tout parallélépipède les angles solides 
opposés sont symmètriques l'un de l'autre , et 
les diagonales menées par les sommets de ces 
: angles se\COupent mutuellement en deux parties 
égales. 
fig.aôô. Comparons, par exemple, l'angle solide A à son 
opposé G ; l'angle EAB , égal à EFB , est aussi égal 
à HGC , l'angle DAE = DHE = CGF , et l'angle D AB 
■= DÇB = HGF ; donc les trois angles plans qui for- 



A*_ 



LIVRE VI. 1*71 

ment l'angle solide A sont égaux aux trois qui forment 
l'angle solide G , chacun à chacun ; "d'ailleurs il est 
facile de voir que leur disposition est différente dans 
l'un et dans l'autre; donc i° les deux angles solides A 
et G sont symmétriques Fun de Fautre*.' * a3 > *• 

En second lieu imaginons deux diagonales quel- 
conques EC , AG, menées par des sommets opposés :* 
puisque AE est égale et parallèle à CG , la figure AEGC 
est un 'parallélogramme ; donc les diagonales EC , AG, 
se couperont mutuellement en deux parties égales. On 
démontrera de même que la diagonale EC et une 
autre DF se couperont aussi en deux parties égales ; 
donc a» les quatre diagonales se couperont mutuelle- 
ment en deux parties égales , dans un même point 
qu'on peut regarder comme le centre du parallélé- 
pipède. 

PROPOSITION VI. % 

THÉORÈME. 

* • 

Le plan BDHF, qui passe par deux arêtes fig.207. 
parallèles opposées BF , DH f divise le parallé- 
lépipède AG en deux pHsmès triangulaires 
ABDHEF, GHF\BCD, symmétriques l'un de 
l'autre. 

D'abord ces deux solides sont des prismes ; car les 
triangles ABD, EFH, ayant leurs côtés égaux et paral- 
lèles , sont égaux , et en même temps les faces latérales 
ABFE, ADHE, BDHF, sont des parallélogrammes; 
donc le solide ABDHEF est un prishie : il en est de 
même du solide GHFBCD. Je dis maintenant que ces 
deux prismes sont symmétriques l'un de Fautre. 

Sur la base ABD faites le prisme ABDE'F'H' qui 
soit le symmétrique du prisme ABDEFH. Suivant 
ce qui a été démontré * , le plan ABF'E' est égal à *a. 



ABFE, et le plan ADH'E' est égal à ADHE; mais 
si on compare le prisme GHFBGD au prisme 
ABDHEF', la base GHF est égale à ABD, le pa- 
rallélogramme GHDC, qui est égal à ABFE, est 
aussi égal à ABF'E', et le parallélogramme GFBC, , 
qui est égal à ADHE , est aussi égal à ADH'E' ; donc 
les trois plans qui forment l'angle solide G dans le 
prisme GHFBCD , sont égaux aux trois plans qui 
forment l'angle solide A dans le prisme ABDH 'E 'F ' , . 
chacun à chacun , d'ailleurs ils sont disposés sem- 
* 3. blablement ; donc ces deux prismes sont égaux * , 
et pourraient être superposés. Mais l'un d*eux 
ABDH'E'F' , est symmétrique du prisme ABDHEF; 
donc l'autre, GHFBGD, est aussi le symmétrique 
de ABDHEF. 

■s 

PROPOSITION VIL 

LEHHE. 

%. 201. Dans tout prisme ABCI , les sections NOPQR , 
STUXY, faites par des plans parallèles, sont 
des polygones égaux. 

Car les côtés NO, ST, sont parallèles, comme étant 
les intersections de deux plans parallèles par un troi- 
sième plan ABGF; ces mêmes côtés NO, ST, sont com- 
pris entre les parallèles NS, OT, qui sont côtés du 
prisme ; donc NO est égal à ST. Par une semblable 
raison les côtés OP , PQ , QR , etc. , de la section 
NOPQR , sont égaux respectivement aux côtés TV , 
VX, XY, etc, , de la section STVXY. D'ailleurs les 
côtés égaux étant en même temps parallèles , il s'en- 
suit que les angles NOP, OPQ, etc. de la première 
section, sont égaux respectivement aux angles STV, 
TVX , etc. ,.de la second^. Donc les deux sections 
NOPQR , STVXY, sont des polygones égaux. 
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Corollaire. Toute section faite dans un prisme pa- 
rallèlement à sa base , est égale à cette base* 

PROPOSITION VIII. 

THEOREME. 

Les deux prismes triangulaires symmètriques fig. 208. 
ÀBDHEF , BCDFGH , dans lesquels se décom- 
pose le parallélépipède AG , sont équivalents 
entre eux. 

Par les sommets B et F menez , perpendiculairement 
au côté BF, les plans Bade, Fehg, qui rencontreront, 
d'une part en a> d> c, de l'autre en e, h, g, les trois 
autres eôtés AE , DH , CG , du même parallélépipède; 
les sections Bade, Yehg> seront des parallélogrammes 
égaux. Ces sections sont égales parcequ'elles sont faites 
par des plans perpendiculaires à une même droite et 
par conséquent parallèles * ; elles sont des parallélo- + 7. 
grammes pareeque deux côtés opposés d'une même 
section aB, de, sont les intersections de deux plans 
parallèles ABFE , DCGH , par un même plan. 

Par une raison semblable ,1a figure BoéF est un 
parallélogramme, ainsi que les autres faces latérales 
BFgc, cdhg , etc., du solide BadcFekg; donc ce so- 
lide est un prisme * , et ce prisme est droit , puisque * dcf. 4. 
le côté BF est perpendiculaire au plan de la base. 

Cela posé, si l'on mené les diagonales Bd ? Fh y qui 
divisent le prisme droit Bh en deux prismes triangu- 
laires droits aBdeFhj BdcFhg; je dis que le prisme 
triangulaire oblique ABDEFH , sera équivalent au ' 
prisme triangulaire droit aBdeFh. 

En effet ces deux prismes ayant une partie com- 
mune ABDAeF , il suffira de prouver que les parties 
restantes , savoir les solide? BaADd , FeERh $ont 
équivalents entre eux. 
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Or à cause des parallélogrammes ABFE , aB¥e , les 
cotés AE, ae, égaux à leur parallèle BF, sont égaux 
entre eux; ainsi en ôtant la partie commune Ae, il 
restera Aa= Ee. On prouvera de même que Bd= HA. 

Maintenant pour opérer la superposition des deux 
solides Ba&Dd, FeËHA, plaçons la base F eh sur son 
égale Bad; alors le point e tombant en a et le point 
h en d, les côtés eE, AH , tomberont sur leurs égaux 
<zA, </D, puisqu'ils sont perpendiculaires au même 
plan Bad. Donc les deux solides dont il s'agit coïnci- 
deront entièrement l'un avec l'autre ; donc le prisme 
oblique BADFEH est équivalent au prisme droit 
Bad Feh, 

On démontrera semblablement que le prisme obli- 
que BDCFHG est équivalent au prime droit BdcFlig. 
Mais les deux prismes droits BadFeh, BdcFhg sont 
égaux entre eux , puisqu'ils ont même hauteur BF , 
et que leurs bases Bad, Bdc sont moitiés d'un même 
♦3, parallélogramme*. Donc les deux prismes triangu- 
laires BADFEH , BDCFHG , équivalents à des prismes 
égaux , sont équivalents entre eux. / 

Corollaire. Tout prisme triangulaire ABDHEF est 
là moitié du parallélépipède AG, construit sur le 
même angle solide A, avec les mêmes arêtes AB, AD, 
AE. 

PROPOSITION IX. 

THEOREME. 

fig.aog. Si deux parallélépipèdes AG , AL , ont une 
base commune ABCD ; et que leurs bases supé- 
rieures EFGH , JKLM, soient comprises dans un 
même plan et entre les mêmes parallèles , EK , 
HL , ces deux parallélépipèdes seront équiva- 
lents entre eux. 
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Il peut arriver trois cas , selon que £1 est plus 
grand, plus petit ou égal à EF; mais la démonstration • 
est la même pour tous : et d'abord je dis que le prisme 
triangulaire AEIDHM est égal au prisme triangulaire 
BFKCGL. 

En effet , puisque AE est parallèle à BF et HE à 
GF , l'angle AEI = BFK, HEI = GFK, et HEA= 
GFB. De ces six angles les trois premiers forment 
l'angle solide E, les trois autres forment l'angle solide 
F; donc, puisque les angles plans sont égaux chacun 
à chacun et semblablement disposés , il s'ensuit que 
les angles solides E et F, sont égaux. Maintenant, si 
on pose le prisme AEM sur le prisme BFL, et d'abord 
la base AEI sur la base BFK , ces deux bases étant 
égales coïncideront ; et puisque l'angle solide E est 
égal à l'angle solide F , le coté EH tombera sur son 
égal FG : il n'en faut pas davantage pour prouver que 
les deux prismes coïncideront dans toute leur éten- 
due ; car la base AEI et l'arête EH déterminent le 
prisme AEM , comme la base BFK et l'arête FG dé- 
terminent le prisme BFL* : donc ces prismes sont • 3. 
égaux.. 

Mais si du solide AL on retranche le prisme AEM , 
il restera le parallélépipède AIL; et, si du même so- 
lide AL on retranche le prisme BFL , il restera le pa- 
rallélépipède AEG ; donc les deux parallélépipèdes 
AIL, AEG, sont équivalents entre eux. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

Deux parallélépipèdes de même base et de 
même hauteur sont équivalents entre eux. 

Soit ABGD la base commune aux deux parallèle- fig. aio. 
pipedes AG , AL ; puisqu'ils ont même hauteur , leurs 
bases supérieures*EFGH 9 IKLM , seront sur le mémç 
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plan. De plus les côtes EF et AB sont égaux et paral- 
lèles, il en est de même de IKet AB ; donc EF est égal 
et parallèle à IK : par une raison semblable GF est 
égal et parallèle à LK. Soient prolongés les côtés EF, 
HG, ainsi que LK, IM, jusqu'à ce que les uns et les 
autres forment par leurs intersections le parallélo- 
gramme NOPQ, il est clair que ce parallélogramme 
sera égal à chacune des bases EFGH , IKLM. Or si 
on imagine un troisième parallélépipède qui, avec la 
même base inférieure ABCD , ait pour base supérieure 
NOPQ, ce troisième parallélépipède serait équivalent 
.. au parallélépipède AG* , pnisqu'ayant même base infé- 
rieure, les bases supérieures sont comprises dans un 
même plan et entre les parallèles GQ, FN. Parla même 
raison ce troisième parallélépipède serait équivalent 
au parallélépipède AL ; donc les deux parallélépipèdes 
AG, AL, qui ont même base et même hauteur, sont 
équivalents entre eux. 

PROPOSITION XI. 

THÉOHBME. 

Tout parallélépipède peut être changé en un 
parallélépipède rectangle équivalent qui aura 
même hauteur et une base équivalente- 

Soit AG le parallélépipède proposé; des points A, 
B,C, D, menez AI, BK, CL, DM, perpendiculaires 
au plan de la base, vous formerez ainsi le parallélépi- 
pède AL équivalent; au parallélépipède AG, et dont les 
faces latérales AK, BL, etc. seront des rectangles. Si 
donc la base ABCD est un rectangle , AL sera le paral- 
lélépipède rectangle éqiii valent au parallélépipède pro- 
posé AG. Mais si ABCD n'est pas un rectangle, menez 
AO et BÎV perpendiculaires sur CD, ensuite OQ et 
wïiculaiies sut la base, vous aurez le solide 
i sera un parallélépipède rectangle : 
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en effet, par construction, la, base ABON et son op- 
posée IKPQ sont des rectangles ; les faces latérales en 
sont aussi, puisque les arêtes AI, OQ, etc. sont per- 
pendiculaires au plan de la base ; donc le solide AP 
est un parallélépipède rectangle. Mais les deux paral- 
lélépipèdes AP, AL, peuvent être censés avoir même 
base ABRI et même hauteur AO : donc ils sont équi- 
valents ; donc le parallélépipède AG^qu'on avait d'à- fig. 210 
bord changé en un parallélépipède équivalent AL, se ***"* 
trouve de nouveau changé en un parallélépipède rec- 
tangle équivalent AP, qui a la même hauteur AI, et 
dont la* base ABNO est équivalente à la base ABCD. 

PROPOSITION XIL 

THÉOREMS. 

Deux parallélépipèdes rectangles AG , AL , *«• «*• 
qui ont la même base ABCD , sont entre eux 
comme leurs hauteurs AE, AI. 

Supposons d'abord que les hauteurs AE , AI , soient 
entre elles comme deux nombres entiers, par exemple, 
comme 1 5 est à 8. On divisera AE en 1 5 parties égales , 
dont AI contiendra 8; et par les points de division 2?, 
y, z, etc., on mènera des plans parallèles à la base. 
Ces plans partageront le solide AG en 1 5 parallélépi- 
pèdes partiels qui seront tous égaux entre eux , comme 
ajant des bases égales et des hauteurs égales ; des bases 
égales , parceque toute section comme MfKL , faite 
dans un prisme parallèlement à sa base ABCD , est égale 
à cette base; des hauteurs égales, parceque ces hau- 
teurs sont les divisions mêmes Ax, xy,yz,etc* Or, 
de ces i5 parallélépipèdes égaux, huit sont contenus 
dans AL ; donc le solide AG est au solide AL comme 
1 5 est à 8 , ou en général comme la hauteur AE est à 
la hauteur AL 
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En second lieu, si le rapport de AE à AI ne peut 
s'exprimer -en nombres , je dis qu'on n'en aura pas 
moins solid. AG ; solid. AL :: AE : AL Car, si cette 
proportiomi^a pas lieu, supposons qu'on ait sol. A6: 
sol ALc: A£:AQ. Divisez AE 4n parties égaies dont 
chacune soit plus petite que 01, il y aura au moins 
un point de division m entre O et I. Soit P le paral- 
lélépipède qui a pour base ABGD ei pour hauteur 
A/7i ; puisque les hauteurs AE , Am :s*nt -entre elles 
comme deux nombres entiers^ on aura sol. AG : P : : 
AE:Aro. Maifton a, car hyipothieste r ;so/. AGrsoA AL:: 
AE: AO ; de là tésulte sol. AÎ,:P :: AOiAm. Mais AO 
est plus grand que Am ; donc il faudrait , pour que 
la proportion eût lièit^ quelle sdlitte AL fût plus grand 
que P ; or au contraire il est plus petit : donc il est 
impossible que le quatrième terme de la proportion 
sol. AG: sol. AL:: AE:#, soit une ligne plus grande 
que AL Par un raisonnement semblable On démon- 
trerait que le quatrième terme ne peut être plus petit 
que A I ; donc il est'égal^à AI ; donc les parallélépipèdes 
rectangles- de même base sont entre eux comme leurs 
hauteurs. ' * 

PROPOSITION XIIL 

THÉORÈME. 

fig.*i3. Veux parallélépipèdes rectangles AG , AK , 
qui ont même hauteur AE ^sont entre eux comme 
leurs hases A BC© , . AMNO. . 

Ayant ipèacé 1*5 deux, solides 4'iin à côté de l'autre, 
cotante la figure les représente , prolongez te plan 
QNKL jusqu'à ce qu-il rencontre le plan DCGH 'sui- 
Yant PQ, voussure* untroisiemepatallélepipede AQ, 
qq'on pourra comparer à chacun des parallélépipèdes 
AG , AK. Les deux solides AG , AQ , ayant même base 



XI VUE VI, 179 

AEHD , sont entre eux comme leurs hauteurs ÂB , AO 5 
pareillement les deux solides AQ , AK , ayant mêmje 
base AOLE , -sont entre eux comme leurs hauteurs 

AD, AM. Ainfti on aura les deux proportions, 

soh A&:soL AQ:: AB: AO, 

*o/, AQ :sol. AK ;: AD : AM. 
Multipliant ces- deux proportion^ par ordre, et omet* 
tant, dans le résultat, le multiplicateur commun sol.- 
AQ, on aura, * : 

sol. AG:jo/.AK::ABxAD:AOxAM. 
Mais AB x AD représente ïa basé AËCD , et AO x AM 
représente la base AMNO ; donc deux parallélépi- 
pèdes rectangles de même hauteur* sont entre eux 
comme leurs bases. 

PROPOSITïÔTTXrV, 

» ... ..." , 

T££0&£lfJB. 

Deux parallélépipèdes rectangles quelconques 
sont entre jeux comme les produits de leurs bases 
par leurs hauteurs , ou cpmmç les produits- de. 
leurs trois dimensions. , - 

Car ayant placé les deux solides AG, AZ, de ma- fig.arf. 
niere que leurs surfaces aient l'angle commun BAE , 
prolongez les plans nécessaires pour former le troi- 
sième parallélépipède AK de même hauteur avec le 
parallélépipède AG; On aura, par la proposition pré- 
cédente, 

sol. AG : 50/. AK : : ABCD : ÀMNO. 

Mais les deux parallélépipèdes AK, A2 , qpî ont même 
base AMNO, sont entre eux comme leurs hauteurs 

AE , AX $ ainsi on a , 

sol. AK:*o£ AZ :: AE: AX. 
Multipliant ces dçux proportions p*ir ordre, et omet- 

12. 
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tant, dans le résultat, le multiplicateur commun sol. 
AK, on aura 

sol. AG : sol. AZ : : ABCD x AE : AMNO x AX. 
A la place des bases ABGD et AMNO , on peut mettra 
AB X AD et AO x AM , ce qui donnera , 

sol. AG:*o/.AZ::ABx AD xAE:AOxAMxAX. 
Donc deux parallélépipèdes rectangles quelconques 
sont entre eux , etc. 

Scholie. 11 suit de là qu'on peut prendre pour me* 
dure d'un parallélépipède rectangle le produit de sa 
base par sa hauteur , ou le produit de se& trois dimen- 
sions. C'est sur ce principe que nous évaluerons tous 
les autres solides. 

Pour l'intelligence de cette mesure , il faut se rap- 
s peler qu'on entend par produit de deux ou de plu- 
sieurs lignes x le produit des nombre?» qui représentent 
ces lignes , et ces nombres dépendent de l'unité linéaire 
qu'on peut prendre à volonté: cela posé, le produit 
des trois dimensions d'un parallélépipède est un 
nombre qui ne signifie rien en lui-même , et qui serait 
différent si on avait pris une autre unité linéaire. Mais 
si on multiplie de même les trois dimensions d'un autre 
parallélépipède , en les évaluant d'après la même uni- 
té linéaire, les deux produits seront entre eux comme 
les solides, et donneront l'idée de leur grandeur re- 
lative* . , • i « . 

La grandeur d'un solide , son volume coi son éten- 
due constituent ce qu'on appelle sa solidité., et le mot 
de solidité est employé particulièrement pour désigner 
la mesure d'un solide ;. ainsi on dit que la solidité d'un 
parallélépipède rectangle est égale au produit de sa 
. base par sa hauteur, ou au produit de ses trois dimen- 
sions. 

Les trois dimensions , du cube étant égales entre 
elles, si le côté est i , la solidité sera ixiXi,ou i, 
Si le côté est sr , la solidité sera 2 x a x a*, ou 8 ; si le 
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côté est 3 , la solidité sera 3 X 3 x 3 , ou 27, et ainsi de 
suite ; ainsi les côtés des cubes étant comme les nombres 
i,2,3, etc. , les cubes eux-mêmes ou leurs solidités 
sont comme les nombres 1 ,'8 , 27 , etc. De là vient qu'on 
appelle en arithmétique cube d'un nombre le pro- 
duit qui résulte de trois facteurs égaux à ce nombre. 

Si on proposait de faire un cube double d'un cube 
donné, il faudrait que le côté du cube cherché fût au 
côté du cube donné comme la racine cube de 2 est à 
l'unité. Or on trouve facilement, par une construc- 
tion géométrique, la racine quarrée de 2, mais on ne 
peut pas trouver de même sa racine cube , du moins 
par les simples opérations de la géométrie élémen- 
taire , lesquelles consistent à n'employer que des 
lignes droites dont on connaît deux points, et des 
cercles dont les centres et les rayons sont déterminés. 

A â raison de cette difficulté , fc le problême de la 
duplication du cube a été célèbre parmi les anciens 
géomètres , comme celui de la trisection de V angle , 
qui est à-peu-près du même ordre. Mais on connaît 
depuis long -temps les solutions dont ces sortes de 
problèmes sont susceptibles , .lesquelles , quoique 
moins simples que les constructions de la géométrie 
élémentaire, n'en sont cependant pas moins exactes 
ni moins rigoureuses. 

PROPOSITION XV. 

ê 

THEOREME, 

La solidité d'un parallélépipède , et en gé- 
néral la solidité d'un prisme quelconque , est 
égale au produit de sa base par sa hauteur. 

• Car i° un parallélépipède quelconque est équiva- 
lent à un parallélépipède rectangle de même hauteur 
et de base équivalante *. Or la solidité de celui-ci est * u. 
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é«*ale à sa base multipliée par sa hauteur; donc la 
solidité du premier est pareillement égale au produit 
de sa base par sa hauteur. 

2° Tout prisme triangulaire est la -moitié d'un pa- 
♦ g. rallélepipede de même hauteur et de base double \ 
Or la solidité de celui-ci est égale à sa base multipliée 
par sa hauteur ; donc celle du prisme triangulaire est 
égale au produit de sa base, moitié de celle du paral- 
lélépipède, multipliée par sa hauteur. 

3° Un prisme quelconque peut être partagé en au- 
tant de prismes triangulaires de même hauteur qu'où 
peut former de triangles dans le polygone qui lui sert 
de base. Mais la solidité de chaque prisme triangulaire 
çst égale à sa base multipliée par sa hauteur ; et puis- 
que la hauteur est la même pour tous , il s'ensuit que 
la sommé de tous les prismes partiels sera égale à la 
somftie de tous les triangles qui leur servent de bases, 
multipliée par la hauteur commune. Donc la solidité 
d'un prisme polygonal quelconque est égale au pro- 
duit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire. Si on compare deux prismes qui ont 
même hauteur, les produits des bases par les hau- I 
leurs seront comme les bases ^ donc deux prismes de 
même hauteur sont entre eux comme leurs bases ; \ 
' par une raison semblable, deux prismes de même 
base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION XVI. | 

i 

IEMME. I 

« ! 

%.ai4. Si une pyramide S^BCDE est coupée pur un 

plan abd parallèle £ 7# base, J \ 

i° Les côtés SA , jjg wj Vi ..ct.ïfl hauteur SO ,se- 

ront divises propos* ' gllementen a ? î), c, . . . et à ] 

2°Za section àjw> W'fl unpolygone sembla 

6le à Iç, hase Aèq^ £ 





livAe vr. - i83 

Car i° les plans. ABD, qbd, étant parallèles, leurs 
intersections AB, ab , par un troisième plan SAB, 
seront parallèles * ; donc les triangles SAB , Sab , * 10, 5. 
sont semblables, et on a la proportion SA: Sa :: SB: 
Se; on aurait de même SB:S£;;SG:Sc, et ainsi de 
suite. Donc tous les côtés SA, SB>, SG r etc., sont 
coupés proportionnellement .en a,.b,.ç, etc. La hau- 
teur SO est coupée da^s la même proportion au 
point o ; car BO .et bo so,nt parallèles , et ainsi ou a 
SO:So::SB:S£. . . 

2° Puisque ab est parallèle à A£, ba % BC, cd à, 
CD , etc. , l'angle abc = ABC ,. l'angle jbcd =s= BCD ., et 
ainsi de suite. De pliis , à cause des triangles sembla- 
bles SAB , Sab, on à AS:ab :: SB:S£; et à «ause des 
triangles semblables SBC , Sbc , on a SB': Sb : : BC : bc ; 
donc AB:ab:: BCibc; on aurait .dé mçmç BCibcrJ 
CD icd, et ainsi de ; suite. Donc les 'polygones abcde y 
ABCDE , ont les angles égaux chacun & chacun et, les 
côtés homologues proportionnels; donc ils sont sem- 
blables. 

Corollaire. Soient SABCDE,SXYZ\ deux pyra- 
mides dont le sommet est commun , et dont les bases 
sont sur un même plan , de sorte, quelles, ont la même 
hauteur ; si oh les coupe par un. même plan parallèle 
au plan des bases , soit abcde la seetion faite dans une 
pyramide, xyz ! a sectiqn faitç dans, l'autre; je dis que 
les sections £bcde , xyfc , seront ehtre^ elfes comme les 
bases ABCDE ; XYZ^ 

Car les polygpnes.ÂSCJÏE., abcde^éiiûiX semblables, 
leurs surfaces sont comme les quarrés. des côtés ho- 
mologues 'AB', àbj mais AB : ak ;: SA : Sa } donc 

ABCDE : abcde :: §4"S«1" Par la ^ ra^n, XY£; 

xyz : :. SX : Sa?. ' Mais puisque- ahcxyz n'est qtt un 
même plan , on a aussi SA : Sa : : SX 2 S^;'donc ABCDE : 
abcde : : XYZ : xy%] dtfrïc les sections abcde , xyz , sont 
entre elles comme les bases ABCDE> XYZ. 
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PROPOSITION XVII. 

LEMME, 

^gai5. Soit SABC une pyramide triangulaire dont S 
est le sommet et ABC la base; si on divise les 
côtés SA, SB, SC, AB, AC, BC, en deux parties 
égales aux points T) ) E, F, G, H, I, et que par 
ces points on tire les lignes DE , EF , DF , EG , FH, 
El , GI , GH ; je dis qu'on pourra considérer la 
pyramide SABC , comme composée de deux 
prismes AGHFDE , EGICFH , équivalents entre 
eux , e^ de deux pyramides égales SDEF , EGBI. 

Par suite de la construction, ED est parallèle à BA 
et GE à AS ; donc la figure ADEG est un parallélo- 
gramme. La figure ADFH en est un aussi J>ar la même 
raison ; donc les trois droites AD , GE , HF , sont 
égales et parallèles ; donc le solide AGHFDE est un 
♦14,5. prisme*. 

On prouvera semblablement que les deux figures 
EFCI , CIGH , sont des parallélogrammes , et qu'ainsi 
les trois droites EF , CI , GH , sont égales et parallèles ; 
donc le solide EGICFH est encore un. prisme. Or je 
dis que ces deux prismes triangulaires sont équiva- 
lents entre eux. 

En effet , si sur les arêtes GI ^ GE , GH , on forme le 

parallélépipède GX , le prisme triangulaire GEICFH 

* 8 sera la moitié de ce parallélépipède * \ d'un autre c^té , 

le prisme AGHFDE est égal aussi à la moitié du pa- 

♦i5. rallélepipede GX*, puisqu'ils ont même hauteur, et 

que le triangle AGH , base du prisme , est moitié du 

* 2 ,3. parallélogramme GICH*, basfe du parallélépipède. 

Donc les deux prismes EGICFH , AGHFDE , sont 

équivalents entre eux. 

Ces deux prismes étant retranchés de la pyramide 
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SABC , il ne reste plus que les deux .pyramides SDEF, 
EGBI; or je dis que ces deux pyramides sont égales 
entre elles. 

En effet , à cause des côtés égaux, savoir, BE = 
SE, BG = AG = DE, EG = AD = SD, le triangle 
BEG est égal a* triangle ESD. Par une raison sem- 
blable le triangle BEI est égal au triangle SEF ; 
d'ailleurs l'inclinaison mutuelle des deux plans BEG, 
BEI, est la même que celle des deux plans ESD, 
SEF , puisque BEG ne fait qu'un seul plan avec ESD, 
de même que BEI avec SEF. Donc si, pour opérer 
la superposition des deux pyramides SDEF , EGBI , 
on place le triangle EBG sur son égal SDE, il faudra 
que le plan BEI tombe sur le plan SEF ; et puisque 
les triangles EBI, SEF, sont égaux et semblablement 
placés , le point I tombera en F , et les deux pyramides 
SDEF, EGBI, coïncideront en une seule. 

Donc la pyramide entière SABC est composée de 
deux prismes triangulaires AGF , GIF , équivalents 
entre eux, et de deux pyramides égales SDEF, EGBI* 

Corollaire I. Du sommet S soit abaissée SO perpen- 
diculaire sur le plan ABC, et soit P le point où 
cette perpendiculaire rencontre le plan DEF paral- 
lèle à ABC ; puisque SD=^SA, on aura SP s =^SO*, *i6. 
et le triangle DEF=^ABC : donc la solidité du prisme 
AGHFDE = ^ABCx^SO, et celle des deux prismes 
réunis AGHFDE, EGICFH , =^ABC X SO. Ces deux 
prismes sont moindres que la pyramide SABC , puis- 
qu'ils y sont contenus ; donc la solidité d'une pyra- 
mide triangulaire est plus grande que le quart du 
produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire IL Si on mené les droites DG , DH , on 
aura une nouvelle pyramide ADGH , qui sera égale à 
la pyramide SDEF ; car on peut placer la base DEF 
sur son égale AGH , et alors les angles SDE , SDF , 
étant égaux aux angles DAG , DAH , il est visible que 
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* a5, 5, ])S tombera sur -AD*, et le sommet S sur le sommet 
KU D. Or, la pyramide ADGH est moindre que le prisme 
AGHDEF , puisqu'elle y est contenue ; donc chacune 
des pyramides SDEF , EGBI , est moindre que le 
prisme AGHDEF ; done la pyramide SABG qui est 
composée de deux pyramides et de d*ux prismes, est 
moindre que quatre de ces mêmes prismes, Or la so- 
lidité de l'un de ces priâmes = -jABCxSQ, et son 
quadruple = 7ABC X SO ; donc la solidité de toute py~ 
ramide triangulaire est moindre que la moitié du 
produit de sa base par sa hauteur* 

PROPOSITION XVIII. 



A 



THEOREME. 



La solidité d'une pyramide triangulaire est 
égale au tiers du produit de sa base par sa 
hauteur. 

fig.2i5. Soit SABG une pyramide triangulaire quelconque, 
ABG sa base, SO sa hauteur ; je dis que la solidité de 
la pyramide SABG sej*a égale au tjer? du produit de 
la surface ABC par la hauteur. SO, de sorte qu'on 
aura SABC=jABCxSO, qu=SOx-;ABCL 
x Car si on nie cette proposition, il faudra que la 

solidité S ABC soit égale au produit de SO par une 
quantité plus grande ou plus petite que jABG. 

Soit i Q cettp quantité plus grande, en sorte qu'on 
ait S ABC = SO x (3-ABC -f- M). Si on fait la piême 
construction que dans la proposition précédente , la 
pyramide SABG sera partagée en deux prismes équi- 
valents entre eux AGHFDE , EGJCFH , et en deux 
pyramides égales SDEF, EGBL Or la splidité du 
prisme AGtlFDE est DFE.X PO, et celle des deux 
prismes est par conséquent DFE x aPQ , ou DFE X 
SO. Retranchant les deux prismes de la pyramide en* 
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tiere , le reste sera égal au double de la pyramide 
SDEF, de sorte qu'on aura, 

aSDEF=SOx (|ABG+M— DFE). 
Mais , parceque S^ est double de SD , la surface ABC 
est" quadruple de DFE * , et ainsi f ABC — DFE = * 16. 
±DFE — DFE = |DFE ; donc 

aSDEF = SOx(TDEF-*-M), 
Et en prenant les moitiés de part et d'autrç, il en 
résulte , 

SDEF =SP x (tDEF + M). 
D'où Ton voit que pour avoir la solidité de la pyra- 
mide SDEF , il faudra ajouter au tiers de sa base la 
même surface M qui avait été ajoutée au tiers de la 
.base de la grande pyramide , et multiplier le tout par 
la hauteur SP de la petite pyramide. 

Si Ton divise SD en deux également au point K , 
et que par le point K on fasse passer le plan KLM 
parallèle à DEF, lequel rencontre en Q la perpen- 
diculaire SP, la même démonstration prouve que la 
solidité de la pyramide SKLM sera égale à SQ X 
(jKLM + M). 

Continuant ainsi à former une suite de pyramides 
dont les cotés décroissent en raison double , et les 
bases en raison quadruple , on parviendra bientôt à 
une pyramide &abc , dont la base abc sera plus petite 
que 6M ; soit So la hauteur de cette dernière pyra- 
mide ; et sa solidité, déduite de celles des pyramides 
précédentes, sera Sox {\abe -+- M). Mais on a M > 
jobc, et par conséquent \abc+ M > {abc, il faudrait 
donc que la solidité de la pyramide Sabc fût plus 
grande que Sox {abc. Résultat absurde, puisqu'on a 
prouvé dans le corollaire II de la proposition précé.- 
dente que la solidité d'une pyramide triangulaire est 
toujours moindre que la moitié du produit de sa base 
par sa hauteur ; donc i° il est impossible que la soli- 
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dite de la pyramide SABC soit plus grande que SO X 

4ABC. 

Soiia°SABC=SOx(jABC — M), on prouvera, 
comme dans le premier cas , que la solidité de la 
pyramide SDEF , dont les dimensions sont deux fois 
moindres, est égale à SPx (jDEF — M); et, en con- 
tinuant la suite des pyramides dont les côtés décrois- 
sent en raison double , jusqu'à un terme quelconque 
$abc , on aura de même la solidité de la dernière 
pyramide Sabc = So x {\abc — M). Mais les bases 
ABC , DEF, LKM .... abc, formant une suite dé- 
croissante dont chaque terme est le quart du précé- 
dent , on parviendra bientôt à un terme abc , égal à 
i sM , ou qui sera compris entre 12M et 3M; alors 
M étant égal ou plus grand que -^abc, la quantité 
\abc — M sera ou égale à -,abc, ou plus petite que 
±abc; de sorte que la solidité de la pyramide Sabc 
sera ou=Sox;-o£c, ou<Sox{abc. Résultat encora 
absurde , puisque, suivant le corollaire I de la propo- 
sition précédente, la solidité d'une pyramide trian- 
gulaire est toujours plus grande que le quart du 
produit de sa base par sa hauteur; donc 2° la solidité 
de la pyramide SABC ne peut être plus petite que 
SOXjABC. 

Donc enfin la solidité de la pyramide SABC = 
SOXÎABC, ou^lABCxSO, conformément à l'é- 
noncé du théorème. 

Corollaire I. Toute pyramide triangulaire est le 
tiers du prisme triangulaire de même base et de même 
hauteur; car ABCxSO est la solidité du prisme dom 
ABC est la base et SO la hauteur. 

Corollaire II. Deux pyramides triangulaires de 
même hauteur sont entre elles comme leurs bases, et 
deux pyramides . triangulaires * même base som 
entre elles comme leurs haut*** 1 - 



S% 



LIVRE VL Ï89 

PROPOSITION XIX. 



THEOREME. 



Toute pyramide SÀBCDE a pour mesure le fig. ai4> 
tiers du produit de sa base ABCDE par sa hau- 
teur AO. 

Car en faisant passer les plans SEB, SEC, parles 
diagonales EB, EC, on divisera la pyramide polygo- 
nale SABCDE en plusieurs pyramides triangulaires 
qui auront toutes la même hauteur SCh Mais par le 
théorème précédent chacune de ces pyrahiides se 
mesure en multipliant chacune des bases ABE , BCE , 
CDE , par le tiers de la hauteur SO ; donc la somme 
des pyramides triangulaires , ou la pyramide polygo- 
nale SABCDE, aura pour mesure la somme. des tri- 
angles ABE, BCE, CDE, ou le polygone ABCDÊ,' 
rnultiplié par |SO ; donc toute pyramide a pour me- 
sure le tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire I. Toute pyramide est le tiers du prisme 
de même base et de même hauteur. 

Corollaire II. Deux pyramides de même hauteur 
sont entre elle* comme leurs baies, ^et deux pyra- 
mides de même base sont entre elles comme leurs 

- hauteurs. 

Scholie. Qn peut éyaluer la solidité dp tout corps 
polyèdre en le décomposant en pyramides , et cette 
décomposition peut 3e faire de plusieurs manières : 

p une des plus simples est de faire passer les plans de 

ji division par le sommet d'un même angle solide ; alorf 
on aura autant de pyramides' partielles qu'il y a de 

^ faces dans le polyèdre , excepté celles qui forment 
t. J'anglç solide d'où partent les plans de division. 



\ 



J9O GÉOMÉTRIE. 

PROPOSITION XX. 



-' l 



THEOREME. 



Deux polyèdres symmétriques sont équivalents 
entre eux ou égaux en solidité: 
fig. ao2. Car i° deux pyramides triangulaires symmétriques 9 
telles que SÂBC, TABC, ont pour mesure commune 
le produit de la base ABC par le tiers de la hauteur 
SO ou TO ; donc ces pyramides sont équivalentes 
entre elles. 

2 Si on partagé d'une manière quelconque l'un des 
polyèdres symmétriques en pyramides triangulaires , 
on pourra partager de même l'autre polyèdre en py- 
ramides triangulaires symmétriques; or les pyramides 
triangulaires symmétriques sont équivalentes chacune 
à chacune; donc les polyèdres entiers seront équiva- 
lents encre eux où égaux en solidité. 
* Scholie. Cèï%e même proposition .semblait résulter 
immédiatement de la proposition II, où Ton a fait 
voir* que dans' deux polyèdres symmétriques toutes les 
parties constituantes d'un solide sont égales aux par- * 
ties constituantes de l'autre. 



j.f- ■> 



proposition xxi> 

, , , ^ . .11 

THEOREME. 



Si 1 un* pyramide est coupée par un plan pa- 
rallèle a sa' base' 1 le tronc qui reste en étant lu 
petite pyranïide , est igàl à là sçinme de trois py- 
ramides qui auraient pour hauteur commune la. 
hauteur du tronc ',. et dont lès. bases seraient la 
base inférieure du tronc ? sa base supérieure , €t 
une moyenne proportionnelle entre, ces deux: 
bases. ' 

fig- 217. Soit SABCDE une pyramide coupée par le plan abc£ 
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parallèle à la base; soit TFGH une pyramide triangu- 
laire dont la base et la hauteur soient égales ou équi- 
valentes à celles de la pyramide SABCDË. On peut 
supposer les deux bases situées sur un même plant ; et 
alors le plan^W r prolongé , ^déterminera dans la py- 
ramide triangulaire une section fgh r située à la même 
hauteur, aunie&sus du plan commun des bases : d'où 
il résulte que là sBetianJfah est à' la section abd oomme 
la base E6H est à la base ABD * ; et puisque les bases * 16. 
sont équivalentes , les sections le seront aussi. Les py- 
ramides Sabcde, TJgh,.$ont donc équivalentes , puis- 
qu'elles ont ttiâme :hauteur et dès bases équivalentes. 
Les .pyramides eètâeres SABCDË, TFGH, sont ^équi- 
valentes par la.même raison 5 donc les troncs ABÙdab , 
FGHhfg, sont équivalents^ et par conséquent -il suî- 
. fira de démontrer la proposition énoncée, pour lé Seul 
•cas du tronc de pyramide triangulaire. 

Soit ¥QSihfêuuiL tronc de pyramide triangulaire ag.218. 
à bases ; parallèles 1 par les trois points F, gv H, con- 
duisez Je plan F#iL, qui retranchera du troné là py- 
ramide triangulake^FGH. dette pyramide a pouf base 
la base inférieure FGH du tronc ; elle a aussi pour 
hauteur la hauteur du tronc \ puisque le sommet g est 
dans le plan de la base supérieure yg-A. 

Après avoir retranché cette pyramide , il restera la 
pyramide quadrangulaire-g/%HF , dont le sommet est 
g et la bàsey^ÀHF. Par les trois points y, g, H , f pn- 
duiséz le plân^g-H, qui partagera la pyramide qua- 
drangulaire eu deux triangulaires gTfB. , gfh&. dette 
dernière a pour ijase la base Supérieure gfh du tronc, 
•et pour hauteur la hatrtenr^u t*enc<, puisque son soh>- 
met H appartient à la base inférieure ; ainsi nèùs I avons 
déjà deux des trois pyraintdei 'qui doivent composer 
le tronc. # l -" f '• .? 

Il reste à considérer la troisième g$f& : or,- sitSh 
mené g£L «parallèle tt/*F , 3t qu'en 'imaginé unejiou- 



wAUf fjramiètfVHIL, dont le sommet est K et la hase 
F/11 f ce* deux pyramide» auront même base F/H ; 
elle* auront aussi même hauteur , puisque les sommets 
^ Ct K «ont situés sur une ligne gK parallèle à F/*, et 
par conséquent parallèle au plan de la base; donc ces 
pyramides sont équivalentes: mais la pyramîdeyTKH 
peut être considérée comme ayant son sommet en y, 
ut àifiêi elle aura même hauteur que le tronc. Quant 
à sa base FRH , je dis qu'elle est moyenne proportion- 
nelle entre les bases FGH^/gh. En effet les triangles 
FHKyfgh, ont un angle égal F=f, et un côté égal 
14. ». FKssyfr ; on a donc * FHK: fgh :: FH :fh. On a aussi 
FHGîFHK:: FG:FK on /g. Mais les triangles sem- 
blable* YGll,fgh, donnent FG:fg::FH:fh; donc 
FGH : FHK : : FHK :fgh;et ainsi la base FHK est mo- 
ytmue proportionnelle entre les deux bases FGH ,fgh. 
Doue un trône de pyramide triangulaire, à bases pa- 
rallèle», équivaut à trois pyramides qui ont pour bau- 
teuv commune la hauteur du tronc, et dont les bases 
sont la base inférieure du tronc, sa base supérieure, 
el une moyenne proportionnelle entre ces deux bases. 

PROPOSITION XXII. 

TH£ORÊ«E. 

k, »%*. A' <m coupe un prisme triangulaire dont ABC 
est ta t**$e % par un plan DEF incliné à cette base , 
le solide AHCDEF > qui résulte de cette section . 
sera égal à la somme de trou pyramides dont îts 
4WW^&*MitD > £ > F,rt/*i base com*mone ABC 
Ptor le* trois points F T A, C, laites passer te pLw 
FAC > <|«ù icti»»N*mU |Mi,aa< luMa^i» iHCDEF • 
fy****** tràagttbire FADC : ecta* pynùd^ ai pou 
tas* ABC et pettr sMaaaet le paàat F^ 
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pyramide quadrangulaire FACDE, dont F est le som- 
met et ACDE la base. Par les trois points F, E, C, 
menez encore un plaja FEC , qui divisera la pyramide 
quadrangulaire eh deux pyramides triangulaires 
FACE, FCDE. 

La pyramide FAEC , qui a pour base le triangle 
AEC et pour sommet le point F , est équivalente à Une 
pyramide EABC , qui aurait pour base AEC et pour 
sommet le point B. Car ces deux pyramides ont même 
base ; elles ont aussi même hauteur , puisque la ligne 
BF, étant parallèle à chacune des lignes AE , CD , est 
parallèle à leur plan ACE; donc la pyramide FAEC 
est équivalente à la pyramide EABC , laquelle peut être 
considérée comme ayant pour base ABC et pour som- 
met le point E. 

La troisième pyramide FCDE , peut être changée 
d'abord en AFCD ; car ces deux pyramides ont la 
même base FCD , elles ont aussi la même hauteur , 
puisque AE est parallèle au plan FCD ; donc la pyra- 
mide FCDE est équivalente à AFCD. Ensuite la py- 
ramide AFCD peut être ehangée en ABCD , car ces 
deux pyramides ont la base commune ACD ; elles ont 
aussi la même hauteur , puisque leurs sommets F et 
B sont situés sur une parallèle au plan de la base. Donc 
la pyramide FCDE, équivalente à AFCD, est aussi 
équivalente *à ABCD ; or celle-ci peut être regardée 
comme ayant pour base ABC et pour sommet le 
point D. 

Donc enfin le prisme tronqué ABCDEF est égal k 
la somme de trois pyramides qui ont pour base com- 
mune ABC , et dont les sommets sont respectivement 
les points D , E , F. 

Corollaire. Si les arêtes AE, BF, CD, sont perpen- 
diculaires au plan de la base , ellep seront en même 
temps les hauteurs des trois pyramides qui composent 
le prisme 'tronqué; de* sorte que la solidité du prisme 

i3 
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tronqué , sera exprimée par \ ABC x AE+^AQC X BF 
+yABC X CD, quantité qui se réduit à ; ABC X (AE-f- 
BF+CD). 

PROPOSITION XXIII. 

{THÉORÈME. 

1 

Deux pyramides triangulaire^ semblables ont 
tes faces homologues semblables , et les angles 
solides homologues égaux. 

fig. ao3. Suivant la définition , les deux pyramides triangu- 
laires SABC , TDEF , sont semblables , si les deux tri- 
angles SÀB t ABC , sont semblables aux deux TDE , 
DEF,' et semblablement placés, c'est-à-dire si Ton a 
l'angle ABS=DET , BAS=EDT , ABC=DEF, BAC 
:=EDF, et si en outre l'inclinaison des plans SAB, 
ABC /est égale à celle des plans TDE , DEF : cela po- 
sé , je dis que ces pyramides ont toutes les faces sem- 
blables chacune à chacune , et les angles solides ho- 
mologues égaux. 

Prenez BG=ED, BH=EF, BI=ET, et joignez 
GH, GI,IH. La pyramide TDEF est égale- à la pyra- 
mide IGBH; car ayant pris les côtés GB, BH, égaux 
aux côtés DE, EF, et l'angle GBH étant, par hypo- 
thèse, égal à l'angle DEF, le triangle GBH est égal à 
DEF; donc, pour opérer la superposition des deux 
pyramides, on peut d'abord placer la base DEF sur 
son égale GBH $ ensuite, puisque le plan DTE est in- 
cliné sur DEF autant que le plan SAB sur ABC, il est 
clair que le plan DET tombera indéfiniment sur le 
plan BAS. Mais, par hypothèse, l'angle DET=GBI,' 
donc ET tombera sur son égale BI ; et puisque les 
quatre points D , E , F , T , coïncident avec les quatre 
• 1 . G , B , H , I , il s'ensuit * que la pyramide TDEF coïn- 
cide avec la pyramide IGBH. 
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Or, Mcause des triangles égaux DEF, GBH , on a 
l'angle BGH=EDF=BAC; donc GH est parallèle à 
AC. Par une raison semblable GI est parallèle à AS ; 
clone le plan IGH est parallèle à SAC *. De là il suit que * i3. 5. 
le triangle IGH , ou son égal TDF , est semblable à 
SAC*, et que le triangle IBH , ou son égal TEF , est * x5. 
semblable à SBC ; donc les deux pyramides triangu- 
laires semblables S ABC, TDEF, ont les quatre faces 
semblables chacune à chacune : de plus elles ont les 
angles solides homologues égaux. 

Car on a déjà /placé l'angle solide Ë sur son homo- 
logue IL et on pourrait faire de même pour deux autres 
angles solides homologues ; mais on voit immédiate- 
ment que deux angles solides homologues sont égaux, 
par exemple , les angle* T et S , pareequ'ils sont for- 
més par trois angles plans égaux chacun à chacun , et 
semblablement placés. 

Donc deux pyramides triangulaires semblables ont 
les faces homologues semblables et les ..angles solides 
homologues égaux. 

Corollaire I. Les triangles semblables dans les deux 
pyramides fournissent les proportions AB:DE :: BC: 
EF :: AC : DF :: AS : DT :: SB : TE :: SC:TF; donc, 
dans les pyramides triangulaires semblables } les côtés 
homologues sont proportionnels. 

IL Et puisque les angles solides homologues sont 
égaux, il s'ensuit que V inclinaison de deux faces 
quelconques d 9 une pyramide est égale à V inclinaison 
des deux faces homologues delà pyramide semblable. 

III. Si on coupe la pyramide triangulaire SABC 
par un plan GIH parallèle à l'une des faces SAC, là 
pyramide partielle BGIH sera semblable à la pyramide 
entière BASC : car les triangles BGI, BGH , sont sem- 
blables aux triangles BAS , BAC , chacun à chacun^*"" - 
et semblablement placés ) l'inclinaison de leurs plans 

i3» 
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est la même de part et d'autre ; donc les deqj pyra- 
mides sont semblables. 

fig. ax4. IV. En général , si on coupe une pyramide quel- 
conque SABCDE par un plan abcde parallèle à la 
base, la pyramide partielle Sabcde sera semblable à 
la pyramide entière SABCDE. Car les bases ABCDE , 
abcde, sont semblables, et en joignant AC , ac, on 
vient de prouver que la pyramide triangulaire SABC 
est semblable à la pyramide Sabc; donc le point S 
est déterminé par rapport à la base ABC comme le 

*déf.i8. point S l'est par rapport à la base abc * ; donc les deux 
* pyramides SABCDE, Sabcde, sont semblables. 

Scholie. Au lieu de cinq données requises par la dé* 
finition pour que deux pyramides triangulaires soient 
semblables , on pourrait en substituer cinq autres , 
suivant différentes combinaisons , et il en résulterait 
autant de théorèmes , parmi lesquels on peut distinguer 
celui-ci : Deux pyramides triangulaires sont sem- 
blables lorsqu'elles ont les côtés homologues propor- 
tionnels, m 

fig. ao3. Car , si on a les proportions AB : DE : : BC : EF : : AC 
■: DF :: AS : DT :: SB : TE :: SC : TF, ce qui renferme 
cinq conditions , les triangles ABS , ABC , seront sem- 
blables aux triangles DET , DEF , et semblablement 
placés. On aura aussi le triangle SBC semblable à 
TEF ; donc les trois angles plans qui forment l'angle 
solide B, seront égaux aux angles plans qui forment 
l'angle solide E, chacun à chacun; d'où il suit que 
l'inclinaison des plans S AB, ABC , est égale à celle de 
leurs homologues TDE, DEF, et qu'ainsi les deux py- 
ramides sont semblables. 

PROPOSITION XXIV. 

théorème: 

Deux poljrèfîres semblables ont les faces ho- 
mologues semblables, et les angles solides homor 
logues tgaux. 
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Soit ABCDE la base d'un polyèdre ; soient M et N fig.axg. 
les sommets de deux angles solides , hors de cette base , 
déterminés par les pyramides triangulaires MABG , 
NABC , dont la base commune est ABC ; soient dans 
l'autre polyèdre , abcde la base homologue ou sem- 
blable à ABCDE, m et n les sommets homologues à 
M et N, déterminés par les pyramides mabc, nabc, 
semblables aux pyramides MABC, NABC; je dis d'a- 
bord que les distances MN , mn, sont proportionnelles 
aux côtés homologues AB, ab. 

En effet les pyramides MABC, mabc, étant sem- 
blables, l'inclinaison des plans MAC , BAC , est égale 
à celle des plans mac, bac; piaillement les pyramides 
NABC, nabc, étant semblables , l'inclinaison des plans 
NAC , BAC , est égale à celle des plans nac , bac : donc , 
si on retranche les premières inclinaisons des der- 
nières, il restera l'inclinaison des plans NAC, MAC, 
.égale à celle des plans nac, mac. Mais, à cause de la 
similitude des mêmes pyramides, le triangle MAC est 
semblable à mac, et le triangle NAC est semblable à 
nac : donc les deux pyramides triangulaires MNAC, 
mnac, ont deux faces senAlables chacune à chacune, 
semblablement placées et également inclinées entre 
elles; donc ces pyramides sont semblables*, et leurs *ai. 
côtés homologues donnent la proportion MNimn:: 
AMiam. D'ailleurs AM:am :: AB:ab; donc MN:mn 
t ::AB:ai. 

Soient P et p deux autres sommets homologues des 
mêmes polyèdres , et on aura semblablemen*PN :pn 
:: AB;ab,J>M:pm::AB:ab. DoncMNrwwiirPN^fc 
: : PM :pm. Donc le triangle PNM qui Joint trois som- 
mets quelconque^ d'un polyèdre est semblable au tri* 
angle pnm qui joint les trois sommets homologues de» 
Vautre polyèdre. 

Soient encore Q et q deux sommets homologues , et 
le triangle PQN sera semblable à pqn. Je dis de plus 
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que l'inclinaison des plans PQN, PMW, esTt égale à 
celle des plans pqn > pmn. 

Car si on joint QSf et qm, on aura toujours le tri» 
angle QNM semblable à qnm, et par conséquent l'angle 
QNM égal à qnm,. Concevez en N un angle solide for- 
mé par les trois angles plans QNM , QNP , PNM , et 
en n un angle solide formé par les trois angles plans 
qnm , qnp,pnm : puisque ces angles plans sont égaux 
chacun à chacun , il s'ensuit que les angles solides sont 
égaux. Donc l'inclinaison des deux plans PNQ,PNM, 
est égale à celle de leurs homologues pnq , phm ; donc, 
si les deux triangles PNQ , PNM , étaient dans un 
même plan, auquel csÉbn aurait l'angle QNM=QNP 
+ PNM, on aurait aussi l'angle qnm=qn. -*+pnm } el 
les deux triangles qnp y pnm, seraient aussi dans un 
même plan. 

Tout ce qui vient d'être démontré a lieu , quels 
que soient les angles M, N ;P, Q, comparés i leurs 
homologues m, n, p> q. 

Supposons maintenant que la surface de l'un des 
polyèdres soit partagée en triangles ABC, A CD, 
MNP, NPQ, etc. , on voir que la surface de l'autre 
polyèdre contiendra un pareil nombre de triangles 
abc, acd, mnp, npq, etc. semblables et semblable- 
ment placés; et si plusieurs triangles., comme MPN ; 
NPQ , etc. , appartiennent à une même face et sont 
dans un même plan , leurs homologues mpn, npq , etc., 
seront pareillement dans un même plan. Donc toute 
face pdygone dans un polyèdre répondra à une face 
polygone semblable dans l'autre polyèdre ; donc les 
deux polyèdres seront compris sous un même nombre 
de plans semblables et semblablement placés. Je dis de 
plus que les angles solides homologues seront égaux. 

Car, si l'angle solide N, par exemple, est formé 
par les angles plans QNP, PJÏM , MNR, QNR, l'an- 
gle s.olide homologue n sera formé par les angles 
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plans qnp, pnm, mnr, qnr* Or ces angles plahs sont 
égaux chacun à chacun, et l'inclinaison de deux plans 
adjacents est égale à celle de leurs homologues ; donc 
les deux angles solides sont égaux, comme pouvant 
être superposés. 

Donc enfin deux polyèdres semblables ont les faces 
homologues semblables et les angles solides homolo- 
gues égaux. 

Corollaire. Il suit de la démonstration précédente 
que ^i, avec quatre sommets d'un polyèdre, on forme 
une pyramide triangulaire , et qu'on en forme une 
seconde avec les quatre sommets bomologuçs d'un 
polyèdre semblable, ces deux pyramides seront sem- 
blables; car elles auront les côtés homologues pro- 
portionnels*. *2I,Scfr 

On voit en même temps que deux diagonales ho- 
mologues*, par exemple, AN, an, sont entre elles *x 7 ,a: 
comme deux côtés homologues AB 9 ab. 

PROPOSITION XXV. 

THSOREMl. 

Deux polyèdres semblables peuvent se parta- 
ger en un même nombre de pyramides triangu- 
laires semblables chacune à chacune, et sem- 
blablement placées. 

Car on a déjà vu que les surfaces des deux polyè- 
dres peuvent se partager en un même nombre de 
triangles semblables chacun à chacun , et semblable- 
ment placés. Considérez tous les triangles d'un po- 
lyèdre , excepté ceux qui forment l'angle solide A f 
comme les bases d'autant de pyramides triangulaires 
dont le sommet est en A ; ces pyramides prises en- 
semble composeront le poryèdre : partagez de même 
l'autre polyèdre en pyramides qui aient pour sommet 
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commnn celui de l'angle a, homologue à A ; il est clair 
que la pyramide qui joint quatre sommets d'un po- 
lyèdre sera semblable à la pyramide qui joint les 
quatre sommets homologues de l'autre polyèdre. Donc, 
deux polyèdres semblables , etc. 

PROPOSITION XXVI. 

IBIOIÎMI. 

Deux pyramides semblables sont entre elles 
comme les cubes des côtés homologues. 
' al *' Car deux pyramides étant semblables , la plus petite 
pourra être placée dans la plus grande, de manière 
qu'elles aient l'angle solide S commun. Alors les bases 
ABCDE, abcde , seront parallèles; car, puisque les 
ii. faces homologues sont semblables*, l'angle Sab est 
égal à SAB , ainsi que Sbc à SBC ; donc le plan abc 
3, ï- est parallèle au plan ABC *. Cela posé , soit SO la 
perpendiculaire abaissée du sommet S sur le plan 
ABC , et soit o le point où cette perpendiculaire ren- 
contre le plan abc; on aura, suivant ce qui a été déjà 
*i5. démontré*, SOrSo.: SA: Sa:: AB:û6; et par consé- 
quent, 

^SO:iSo::AB:afc. 
Mais les bases ABCDE, abcde, étant des figures sem- 
blables, on a, 

ABCDE : abcde : : ÂB : Ob'. 
Multipliant ces deux proportions terme à terme, il en 
résultera la proportion , 

ABCDE x iSO : abcde x ÎSO : : ÂB*: àb ) 
or ABCDE x -S0 est ' a son ^ t * ^e k pyramide 
' '*■ SABCDE*, etji i.y iSo est celle de la pyramide 
Sabcde; donc r ) T ra m '*' es s^hlables sont entre 

elles comme / e „ ^* Je leurs côtés homologues. 
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PROPOSITION XXVIL 



THEOREME. 



Deux polyèdres semblables sont entre eux 
comme les cubes des côtés homologues. 

Car deux polyèdres semblables peuvent être par- fig.219. 
tagés en un même nombre de pyramides triangulaires 
semblables chacune à chacune*. Or les deux pyra- * a 3. 
mides semblables APNM , apnm , sont entre elles 
comme les cubes des côtés homologues AM, am, ou 
comme les cubes des côtés homologues AB, ab. Le 
même rapport aura lieu entre deux autres pyramides 
homologues quelconques ; donc la somme de toutes 
les pyramides qui composent un polyèdre , ou le po- 
lyèdre lui-même , est à l'autre polyèdre, comme le cube 
d'un côté quelconque du premier est au cube du côté 
homologue du second. 

Scholie général. 

On peut présenter en termes algébriques , c'est-à- 
dire de la manière la plus succincte, la récapitulation 
des principales propositions de ce livre concernant 
les solidités des polyèdres. 

Soit B la base d'un prisme , H sa hauteur ; la soli- 
. dite du prisme sera B X H ou BH. 

Soit B la base d'une pyramide , H sa hauteur ; la 
solidité de la pyramide sera B X 7 H , ou H X J-B , ou 
■j BH. 

Soit H la hauteur d'un tronc de pyramide à bases 

parallèles, soient A et B ses bases; l/AB sera la 
moyenne proportionnelle entre elles , et la solidité 

du tronc sera jH*(A+B+i/AB). 
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Soit B la base d'un tronc de prisme triangulaire; 
H, H', H", les hauteurs de ses trois sommets supé-; 
rieurs, la solidité du prisme tronqué sera jB X (H-f 
H'+H"). 

Soient enfin P et p les solidités de deux polyèdres 
semblables , A et a deux côtés homologues de ces 
polyèdres, on aura V:p :: A 3 :a\ 
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LA SPHERE. 



DEFINITIONS. 



I. JLj a sphère est un solide terminé par une surface 
courbe, dont tous les points sont également distants 
d'un point intérieur qu'on appelle centre. 

On peut imaginer que la sphère est produite par fig. 220. 
la révolution du demi-cercle DAE autour du diamètre 
DE : car la surface décrite dans ce mouvement par la 
courbe DAE aura tous «es points à égales distances du 
centre C. 

IL Le rayon de la sphère est une ligne droite 
menée du centre à un point de la surface ; le dia- 
mètre ou axe est une ligne passant par le centre , et 
terminée de part et d'autre à la surface. 

Tous les rayons de la sphère sont égaux ; tous les 
diamètres sont égaux et doubles du rayon. 

III. Il sera démontré * que toute section de la * pr# I# 
sphère , faite par un plan , est un cercle : cela posé , 

on appelle grand cercle la section qui passe par le 
centre , petit cercle celle qui n'y passe pas. 

IV. Un plan est tangent à la sphère lorsqu'il n'a 
qu'un point commun avec sa surface. 

V. Le pôle d'un cercle de la sphère est un point de 
la surface également éloigné de tous les points de la cir- 
conférence de ce cercle. On fera voir * que tout cercle *pr. 6. 
grand ou petit a toujours deux pôles. 

VI. Triangle sphérique est une partie de la surface 
de la sphère comprise par trois arcs de grands cercles. 
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Ces arcs, qui s'appellent les côtés du triangle, sont 
toujours supposés plus petits que la demi •circonfé- 
rence. Les angles que leurs plans font entre eux sont 
les angles du triangle. 

VII. Un triangle sphérique prend le nom de rec- 
tangle, isoscele, équilatéral, dans les mêmes cas qu'un 
triangle rectiligne. 

VIII. Polygone sphérique est une partie de la sur- 
face de la sphère terminée par plusieurs arcs de grands 
cercles. 

IX. Fuseau est la partie de la surface de la sphère 
comprise entre deux demi-grands cercles qui se ter- 
minent à un diamètre commun. 

X. J'appellerai coin ou onglet sphérique la partie 
du solide de la sphère comprise entre les mêmes demi- 
grands cercles, et à laquelle le fuseau sert de base. 

XI. Pyramide sphérique est la partie du solide de 
la sphère comprise entre les plans d'un angle solide 
dont le sommet est au centre. La base de la pyramide 
est le polygone sphérique intercepté parles mêmes 
plans. 

XII. On appelle zone la partie de la surface de la 
sphère comprise entre deux plans parallèles qui en 
sont les bases. L'un de ces plans peut être tangent à 
la sphère , alors, la zone n'a qu'une base. 

XIII. Segment sphérique est la portion du solide de 
la sphère comprise entre deux plans parallèles qui en 
sont les bases. 

L'un de ces plans peut être tangent à la sphère, et 
alors le segment sphérique n'a qu'une base. 

XIV. Vaxe ou hauteur d'une zone et d'un segment 
est la distance des deux plans parallèles qui sont les 
bases de la zone ou du segment. 

fig. mc. XV. Tandis que le demi-cercle DAE tournant au- 
tour du diamètre DE décrit la sphère, tout secteur 
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circulaire , comme DCF ou FCH , Tîécrit un solide 
qu'on appelle secteur sphérique. 

PROPOSITION PREMIERE. . 

THÉORJBME. 

Toute section de la sphère, faite par un plan, ' 

est un cercle. 

Soit AMB la section faite par un plan dans la sphère fig. 2 ai. 
dont le centre est C. Du point C menez la perpendi- 
culaire CO sur le plan AMB , et différentes lignes CM, 
CM , à différents points de la courbe AMB qui ter- 
mine la section. 

Les obliques CM , CM , CB , sont égales , puisqu'elles 
sont des rayons de la sphère, elles sont donc égale- 
ment éloignées de la perpendiculaire CO* ; donc toutes * $, 5. 
les lignes OM , OM , OB , sont égales ; donc la section 
AMB est un cercle dont le point O est le centre. 

Corollaire I. Si la section passe par le centre de la 
sphère, son rayon sera' le rayon de la sphère; donc 
tous les grands cercles sont égaux entre eux. 

II. Deux grands cercles se coupent toujours en deux 
parties égales , car leur intersection commune , pas- 
sant par le centre , est un diamètre, 

III. Tout grand cercle divise la sphère et sa surface * 
en deux parties égales ; car si, après avoir séparé les 
deux hémisphères, on les applique sur la base com- 
mune en tournant leur convexité du même côté , les 
deuiL surfaces coïncideront l'une avec l'autre , sans 
quoi il y aurait des points plus près du centre les 
uns que les autres. 

IV. Le centre d'un petit cercle et celui de la sphère fig. mi. 
sont sur une même droite perpendiculaire au plan du 
petit cercle. 

V. Les petits cercles sont d'autant plus petits qu'ils 
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sont plus éloignés du centre de la sphère ; car plus là 
distance GO est grande, plus est petite la corde AB 
diamètre du petit cercle AMB. 

VL Par deux points donnés sur la surface d'une 
sphère , on peut faire passer un arc de grand cercle ; 
car les deux points donnés et le centre de la sphère 
sont trois points qui déterminent la position d'un plan. 
Si cependant les deux points donnés étaient aux ex- 
trémités d'un diamètre , alors ces deux points et le 
centre seraient en ligne droite , et il y aurait une infi- 
nité de grands cercles qui pourraient passer par les 
deux points donnés. 

PROPOSITION IL 

T J^É OREME. 

fig. »». Dans tout triangle sphérique ABC , un côté 
quelconque est plus petit que la somme des deyx 
autres. 

Soit O le centre de la sphère, et soient menés les 
rayons OA, OB, OC. Si on imagine les plans AOB, 
AOC , COB , ces plans formeront au point O un angle 
solide ; et les angles AOB , AOC , COB , auront pour 
mesure les côtés AB , AC , BC , du triangle sphérique 
ABC. Or chacun des trois angles plans qui composent 
l'angle solide est moindre que la somme des deux 

*2i,3. autres*; donc un côté quelconque du triangle ABC 
est moindre que la somme des deux autres. 

PROPOSITION III. 



A 



THEORBUE. 



Le plus court chemin d'un point à un autre 
sur la surface de la sphère est Tare de grand 
cercle qui joint les deux points donnés. 
£g. aa3* Soit ANB Tare de grand cercle qui joint les points 
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A et B, et soit hors de cet arc, s'il est possible, M 
un point de la ligne la plus courte entre À et B. 
Par le point M menez les arcs de grands cercles MA , 
MB, et prenez BN=MB. 

Suivant le théorème précédent l'arc ANB est plus 
court que AM + MB; retranchant de part et d'autre 
BN=BM* il restera AN<AM. Or la distance de B 
en M, soit qu'elle se confonde avec l'arc BM, ou 
qu'elle soit toute autre ligne, est égale à la distance de 
B en N ; car en faisant tourner le plan du grand cercle 
BM autour du diamètre qui passe par B , on peut ame- 
ner le point M sur le point N , et alors la ligne la plus 
courte de M en B , quelle qu'elle soit , se confondra 
avec celle de N en B ; donc les deux chemins de A en 
B, l'un en passant par M, l'autre en passant par N, 
ont une partie égale de M en B et de N en B. Le pre- 
mier chemin est, par hypothèse, le plus court; donc • 
la distance de A en M est plus courte que la distance 
de A en N , ce qui serait absurde , puisque l'arc AM 
est plus grand que AN; donc aucun point de la ligne 
la plus courte entre A et B ne peut être hors de l'arc 
ANB ; donc cet arc est lui-même la ligne la plus courte 
entre ses extrémités. 

PROPOSITION IV. 

. THEOREME. 

La somme dès trois côtés d'un triangle sphé- 
rique est moindre que la circonférence d'un grand 
cercle. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque ; pro- 6g. 2*4.. 
longez les côtés AB^ AC, jusqu'à ce qu'ils se rencon- 
trent de nouveau en D. Les arcs ABD , ACD , seront 
des demi-circonférences, puisque deux grands cercles 
se coupent toujours en deux parties égales * ; mais dans * *♦ 
le triangle BCD on a le côté BQ < BD -t- CD * ; ajoutant * a. 
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de pari et d'autre AB -J- AG , on aura AB + AC + BC 
<ABD+ACD, c'est-à-dire plus petit qu'une cir- 
conférence. 

PROPOSITION V. 



La somme des côtés de tout polygone sphé- 
rique est moindre que la circonférence d'un grand 
cercle. 
sk-wî. Soit, par exemple, le pentagone ABCDE : prolon- 
gez les côtés A3 . DC , jusqu'à leur rencontre en F ; 
puisque BC est plus petit que BF + CF , le contour du 
pentagone ABCDE est plus petit que celui du quadri- 
latère AEDF. Prolonges de nouveau les côtés AE , 
FD, jusqu'à leur rencontre en G , on aura ED < EG 
-j- GD ; donc le contour du quadrilatère AEDF est plus 
petit que celui du triangle AFG ; celui-ci est plus pe- 
tit que la circonférence d'un grand cercle ; donc à for- 
tiori le contour du polygone ABCDE est moindre que 
cette même circonférence. 

Scholie. Cette proposition est au fond la même que 
la xxn* du livre v; car, si est le centre delà sphère, 
on peut imaginer au point'O un angle solide formé 
par les angles plans AOB, BOC, COD, etc. , et la 
somme de ces angles doit être plue petite que quatre 
angles droits, ce qui ne diffère pas de la proposition 
présente. La démonstration que nous venons de don- 
ner est différente de celle du livre v; l'une et l'autre 
supposent que le polygone ABCDE est convexe, ou 
qu'aucun côté prolongé ne coupe la figure. 

PROPOSITION VI. 



/ 






I* "1 mené le diamètre DE perpendiculaire 
■ du grand cercle 4MB , les extrémités 
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D "et E de ce diamètre seront les pôles du cercle ! 

AMB, et de tous les petits cercles , comme FNG, 
fui lui sont parallèles . 

Car DC , étant perpendiculaire au plan AMB , est 
perpendiculaire à toutes les droites CA, CM, CB, etc. 
menées par son pied dans ce plan ; donc tous les arcs 
DÀ, DM, DB, etc. , sont des quarts de circonférence: 
il en est de même des arcs EA , EM , EB , etc. ; donc I 

les points D et E sont chacun également éloignés de ( 

tous les points de la circonférence AMB ; donc ils sont' ! 

les pôles de cette circonférence * . * a#. 5. 

En second lieu , le rayon DC , perpendiculaire au 
plan AMB , est perpendiculaire à son parallèle FNG ; 
donc il passe par le centre O du cercle FNG*; donc *,. 
si on tire les obliques DF, DN, DG, ces obliques s'é- 
carteront également de la perpendiculaire DO et seront 
égales. Mais les cordes étant égales, les arcs sont 
égaux ; donc tous les arcs DF , DN , DG , etc. sont égaux 
entre eux ; donc le point D est le pôle du petit cercle 
FNG , et par la même raison le pointÊ est l'autre pôle. 

Corollaire I. Tout arc DM mené d'un point de l'arc 
de grand cercle AMB à son pôle est un quart de cir- 
conférence, que nous appellerons pour abréger un 
çuadrans , ou un quadrant, et ce quadrant fait en 
même temps un angle droit avec Tare AM. Car la ligne 
DC étant perpendiculaire au plaîï AMC, tout plan 
DMC oui passe par la ligne DC est perpendiculaire au 
plan AMC*; donc l'angle de ces plans, ou suivant la *x8,5. 
Aéf. vi , l'angle AMD, est un angle droit. 

II. Pour trouver le pôle d'un arc donné AM , menez 
l 'arc indéfini MD perpendiculaire à AM , prenez MD 
4?gal à un quadrant, et le point D sera un des pôles 
de l'arc AM ; ou bien menez aux deux points A et M 
les arcs AD et MD perpendiculaires à AM , le point de 
concours D de ces deux arcs sera le pôle demandé. 

i4 
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III. Récipf oqueràeirt , si la distance dû point D à 
chacun des- points À et M est égale à un quadrant , je 
dis que le point D sera le pôle de l'arc AM, et qu'en 
même temps les angles DAM, AMD, seront droits* 

Car soit C le centre de la sphère , et soient menés les 
rayons CA, Cï), GM : puisque les angles ACD, MCD, 
sont droits, la ligne CD est perpendiculaire aux deux 
droites C A , CM ; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan; donc le point D est le pôle de l'arc AMj et par 
suite les angles DAM, AMD , sont droits. 

Scholie. Les propriétés des pôles permettent de tra- 
cer sur la surface de la sphère des arcs de cercle arec 
la même facilité que sur une surface plane. On voit, 
par exemple, qu'en faisant tourner Tare DF ou toute 
autre ligne de même intervalle autour du point D , 
l'extrémité F décrira le petit cercle FNG 5 et si on fait 
tourner le quadrant DFA autour du point D-, l'extré- 
mité A décrira l'are de grand cercle AM. 

S'il faut prolonger l'arc AM, ou si on ne donne que 
les points À et M par lesquels cet are doit passer , on 
déterminera d'abord le pôle D par Vintersection de 
deux arcs décrits des points À efe M comme centres 
avec un intervalle égal au quadrant. Le pôle D étant 
trouvé, on décrira du point D, comme centre et avec 
le même intervalle , l'arc AM et son prolongement. 

Enfin , s'il faut du point donné P abaisser Un arc per- 
pendiculaire sur l'arc donné AM , on prolongera ce- 
lui-ci en S jusqu'à ce que l'intervalle PS soit é01 à un 
quadrant ; ensuite du pôle S et du même intervalle on 
décrira l'arc PM, qui sera la perpendiculaire de- 
mandée. 
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PROPOSITION VIL 



THEOREME. 



Tout plan perpendiculaire à F extrémité d'un 
rayon est tangent à la sphère. 

Soit FAG uii plan perpendiculaire à l'extrémité du fig.^6. 
rayon OÀ ; À on prend lin point quelconque M sur 
ce plan, et qu'où joigne OM et AM , l'angle OAM sera: 
droit, et ainsi la distancé OM sera plus grande que 
OA. Le point M est donc hors de la sphère ; et , comme 1 
il en est de même de tout autre point du plan FAG , 
il s'ensuit que ce plan n'a que le seul point A com- 
mun avec la surface dé la sphère ; donc il est tangent 
à cette surface *. ' * déf. 4. 

Scholie. On peut prouver de même que deux sphères 
n'ont qu'un point commun , et sont par conséquent 
tangentes l'une à l'autre , lorsque la distance de leurs 1 
centres est égale à la somme ou* à la différence de 
leurs rayons : alors les centres et le point de contact 
sont en ligne droite. 

PROPOSITION VIII. 

Tfiéoaifs. 

L f angle BAC que font entre eux. deux arcs de fig.aaf 
grands cercles AB, AC* est égal à V angle FAG, 
formé par les tangentes dç ees arcs aie péiM A : * 
il a aussi pour mesure tare DE , décrit élit peiné 
A comme pôle enfte Us côtés Afr, AG , prolongés, 
s'il est nécessaire. 

Car la tangente AF , menée dans le plan de l'arc 
AB, est perpendiculaire au rayon AO*; la tangente 
AG , menée dans le plan de* l'aï c AC , est perpendi- 
culaire au même rayon AO. Donc l'angle FAG ésé 

i4. 
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* *7, 5. égal à l'angle des plans OAB , OAC *, qui est celui des 
arcs AB , AC , et qui se désigne par BAC. 

Pareillement , si l'arc AD est égal à un quadrant, 
ainsi que AE, les lignes OD, OE, seront perpendi- 
culaires à AO>, et l'angle DOE sera encore égala l'angle 
des plans AOD , AOE ; donc l'arc DE est la mesure de 
l'angle de ces plans , ou la mesure de l'angle BAC. 

Corollaire. Les angles des triangles sphériques 
peuvent se comparer entre eux par les arcs de grands 
cercles décrits de leurs sommets comme pôles et corn* 
pris entre leurs côtés : ainsi il est facile de faire un 
angle égal à un angle donné, 
ig. *38. Scholie. L'angle ACO est égal à son opposé au som- 
met BCN : l'un ou Fautre est toujours l'angle formé 
par les deux plans ACB , OCN. 

On voit aussi que dans la rencontre de deux arcs 
ACB, OCN, les deux angles adjacents ACO, OCB, 
pris ensemble , valent toujours deux, angles droits. 

PROPOSITION IX. 



THEOREME. 



Cg.aa7. Étant donné le triangle ABC, si des points 
A , B, C, comme pôles, on décrit les arcs EF, 
FD , DE , qui forment le triangle DEF , récipro- 
quement les trois points D , E , F , seront les 
. pôles des côtés BC , AC , AB. 

. Car le point A étant le pôle de l'arc EF , la distance 

* AE est un quadrant ; le point C étant le pôle de l'arc 

DE , la distance CE est pareillement un quadrant j 

donc le point E est éloigné d'un quadrant de chacun 

cor* 3' ^ es P oints A et C 5 ^onc *1 est ' e P°l e <*e l' arc AC*. 
On démontrera de même que D est le pôle de Tare 
BC , et F celui de l'arc AB. 

Corollaire. Donc le triangle ABC peut être décrit 
par le moyen de DEF , comme DEF par le moyen de 
ABC, * 
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PROPOSITION X. 



i 
THEOREME. ! 



Les mêmes choses étant posées que dans le 
théorème précédent, chaque angle de l'un des 
triangles ABC , DEF , aura pour mesure la fi s*>: 1 
demi- circonférence moins le côté opposé dans 
l'autre triangle. , 

Soient prolongés, s'il est nécessaire, les côtés AB, 
AC , jusqu'à la rencontre de EF en Cet H; puisque 
le point A est le pôle de l'arc GH, l'angle A aura pour 
mesure l'arc GH. Mais l'arc EH est un quadrant 
ainsi que GF , puisque E est le pôle de AH , et F le 
pôle de AG ; donc EH + GF vaut une demi-circonfé- 
rence. Or EH + GF est la même chose que EF + 
GH; donc l'arc GH qui mesure l'angle A est égal à 
une demi -circonférence moins le côté EF ; de même 
l'angle B aura pour mesure 7 cire. — DF, et l'angle G, 
-cire. — DE. 

Cette propriété doit être réciproque entre les deux 
triangles , puisqu'ils se décrivent de la même manière 
l'un par le moyen de l'autre. Ainsi on trouvera que 
les angles D, E, F, du triangle DEF, ont pour me- 
sures respectivement 7 cire. — BC , 7 cire. — AC , 7 cire. 
— AB. En effet l'angle D , par exemple , a pour me- 
sure l'arc MI ; or Ml + BC = MC+ BI = 7 cire. : 
donc l'arc MI , mesure de l'angle D , = \circ. — BC , 
et ainsi des autres. 

Scholic. Il faut remarquer qu'outre le triangle DEF fig. m«. 
on en pourrait former trois autres par l'intersection 
des trois arcs DE , EF , DF. Mais la proposition ac- 
tuelle n'a lieu que pour le triangle central , qui £st 
distingué des trois autres en ce que les deux angles A 
et D sont situés d'un même côté de BC, les deux B fig. 2*7. 
et E d'un même côté de AC, et 'les deux G et f d'un 
même côté de AB. ' 



/ 



2l4 GÉOMÉTRIE. 

On donne différent* noms* au* deux triangles ABC, 
DEF : nous les appellerons triangles polaires. 

PROPOSITION XL 

ip £ V- V- E» 

lîg. 219. Étant donné le triangle ABC , si du pôle A et 
de l'intervalle AC on décrit l'are de petit cercle 
DEC ; si du pôle B et de l'intervalle BC on décrit 
pareillement Vàrc DFC , et que du point D , où 
les arcs DEC , DFC , se couperont , on mené les 
arcs de grands cercles AD , DB , je dis que le 
triangle ADB ainsi formé aura ses parties égales 

à celles du triangle ACB. 

Car par construction le côté AD=pAC, J)B=BC, 
AP est commun ; dpnc ces deux triangles ont les côtés 
égaux chacun à chacun. Je dis maintenant que les 
angles opposés aux côtés égaux sont égaux. 

En effet, si le centre de la sphère est supposé en 
O, on peut concevoir un angle solide formé au pqint 
O par les trois angles plans AOB , AOC , BQÇ ; on 
peut concevoir de même un second angle solide formé 
par les trois angles plans AOB , AOD , BOD ? Et puis* 
que les c^tés du triangle ABC sont égaux à ceus du 
triangle ADB , il s'ensuit que les angles plans qui 
forment un de ces angles solides sont égaux aqx angles 
plans qui fprment l'autre angle solide , chacun à 
* 23,5. chacun : mais dans ce cas il a été démontré* que les 
plans, dans lesquels spnt les. angles égau? sont égale- 
ment inclinés entre eux ; donc les angles du tr}arigle 
sphérique DAB spnt égau* à epux du triangle CAB , 
savoir DAB = B^C , D0A == ABC , et ADÇ = ACB ; 
tfonc les côtés et }es angles du triangle 4Dfi spnt égaux 
. v ^ux côtés ^t aux anglçs du triante ACE. 

Scholie. V&£%X\iq de^ces» triangles nes\ cependant 
pas une égalité absolue ou de superposition, car il 
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serait impossible de les appliquer l'un sur l'autre 
exactement , A moins qu'ils ne fussent isosceles. L'éga- 
lité dont il s'agit est ce que nous avons déjà appelé 
une égalité par symmétrie, et par cette raison nous 
appellerons les triangles ACB , ADB , triangles sym- 
métriqucs. 

PROPOSITION XII. 



A 



THEOREME. 



Deux triangles situés sur la même sphère ?, ou 
sur des sphères égales, sont égaux dans toutes 
leurs parties, lorsqu'ils ont un angle égal corn* 
pris entre côtés égaux chacun à chacun. 

Soit le côté AB=EF , le côté AC==EG, et l'angle fig. »3o. 
BAC:=FEG, le triangle EFG pourra être placé sur 
le triangle ABC ou sur son symmétrique ABD , de la 
même manière qu'on superpose deux triangles recti- 
lignes qfR ont un angle égal compris entre côtés 
égaux. Donc toutes les parties du triangle EFG seront 
égales à celles du triangle ABC , c'est-à-dire qu'outre 
les trois parties qui sont supposées égales , on aura le 
côté BC=FG, l'angle ABC = EFG, et l'angle ACB 
=EGF. 

PROPOSITION XIIL 

THBO&Â9KB. 

Deux triangles situés sur la même sphère, ou 
sur des sphères égales , sont égaux dans toutes 
leurs parties, lorsqu'ils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Car l'un de ces triangles peut être çlvcé sur l'autre 
ou sur son symmétrique, commue on l'a expliqué dans 
le cas pareil des triangles reçfiligne?. Voyez prop. 
VU,Uv.I. 
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PROPOSITION XIV. 



THÉORÈME. 



Si deux triangles situés sur la même sphère , 
ou sur des sphères égales, sont èquilatèraux 
entre eux, ils seront aussi équiangles 9 et les angles 
égaux seront opposés aux cotés égaux. 

fig. 239. Cela est manifeste par la proposition xi , où Ton a 
vu qu'avec trois côtés donnés AB, AC, BC, on ne 
peut faire que deux triangles ACB , ABD , différents 
quant à la position des parties , mais égaux quant à 
la grandeur de ces mêmes parties. Donc deux triangles 
èquilatèraux entre eux sont ou absolument égaux, ou 
au moins égaux par symmétrie ; dans l'un et l'autre 
cas ils sont équiangles , et les angles égaux sont oppo- 
sés aux côtés égaux. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 

Dans tout triangle sphérique isoscele les angles 
opposés aux côtés égaux sont égaux; et récipro- 
quement, si deux angles d 9 un triangle sphérique 
. sont égaux , le triangle sera isoscele. 

%a3i. i° Soit le côté AB=AC; je dis qu'on aura l'angle 
C=B : car si du sommet A au point D, milieu de la 
base, on mené l'arc AD, les deux triangles ABD, 
ADC, auront les trois côtés égaux chacun à chacun; 
savoir, AD commun, BD=DC, et AB=AC : donc, 
par le théorème précédent , ces triangles auront les 
angles égaux , et on aura B = C. 

. 2 Soit l'angle B = C ; je dis qu'on aura AC= AB : 
car si le côté AB n'est pas égal à AG , soit AB le phis 




. LIVRE VII* 217 

grand des deux, prenez BO=AC, et joignez OC. 
Les deux côtés BO, BC , sont égaux aux deux AC, BC ; 
l'angle compris par les premiers OBG est égal à l'angle 
compris par les seconds ACB. Donc les deux triangles 
BOC , ACB , ont les autres parties égales * , et on a * TX 
l'angle OCB=ABC : mais l'angle ABC y par hypothèse, 
;=ACB; donc on aurait OCB=ACB, ce qui est im- - 
possible; donc on ne peut supposer AB différent de 
AC ; donc les côtés AB , AC , opposés aux angles égaux 
B et C , sont égaux. 

Schoiie. La même démonstration prouve que l'angle 
BAD=DAC, et que l'angle BDA=ADC. Donc ces 
deux derniers sont droits ; donc l'arc mené du sont' 
met d'un triangle isoscele au milieu de sa base est 
perpendiculaire à cette base, et dwise Y angle du som- 
met en deux parties égales. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

Dans un triangle sphérique ABC, si V angle A fig- *3§ . 
est plus grand que V angle B , le côté BC opposé 
à V angle A sera plus grand que le côté AC op- 
posé à V angle B ; réciproquement ; si le côté BC 
est plus grand que AC , l'angle A sera plus grand 

que V angle B. • 

i° Soit l'angle A > B , faites l'angle BAD= B , vous 
aurez AD=DB* : mais AD-f-DC est plus grand que + ,5. 
AC ; à la place de AD mettant DB ? on aura DB -f- DC 
ou BC > AC. 

2° Si on suppose BC > AC , je dis que l'angle BAC 
sera plus grand que ABC : car, si BAC était égal à 
ABC , on aurairBC= AC ; et si on avait BAC < ABC , 
il s'ensuivrait par ce qui vient d'être démontré BC < 
ÀC ; ce qui est contre la supposition. Donc l'angle 
BAC est plus grand que ABC. 
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PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

fig. a33. Si les deux côtés AB > A€ , du triangle sphé- 
rique ABC sont égaux aux deux cétès DE , DF , 
du triangle DEF tracé sur une sphère égale , si 
en même temps V angle A est plus grand que 
V angle D ,ye rf& que le troisième côté BC du pre- 
mier triangle sera plus grand que le troisième 
EF du second. 

La démonstration est absolument semblable à celle 
de la prop. x, liv. i. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉORêjftE. 

Si deux triangles tracés sur la même sphère 
ou sur des sphères égales sont équiangles entre 
• eux 9 ils seront aussi équilatèraux. * 

Soient A et B les deux triangles donnés , P et Q leurs 
triangles polaires. Puisque ]£s angles sont égaux dans 
les triangles A et B , les e$tés seront égaux dans les po- 

* io. laires P et Q * : mais de ce que. les triangles P et Q sont 

équilatéraux entre eux , ils s'ensuit qu'ils sont aussi 
*i4. équiangles *; enfin, de ce que le* angles sont égaux 

* 10. dans \m triangle* P et Q, U s'epsuit * que les côtés sont 

égaux dan* tems polaire A et B. Donc tas triangles 
équiangles A et B sont en même temps équilatéraux 
entre eux, 

Qn pant eocorç déflaontrpr H même proposition 
sans le secpurs dç$ tri&ngks polaires. 
fig. 234. Sojept A8C * DEF , deux triangles équiangles entre 
eux, de «mç qu'on ait A;=sD, JBs=E f C^F; je dis 
qu'on aura le côté AB=;DE, ACœDF, BC« EF. 
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Sur le prolongement des côtés AB , AC , prenez AG 
=DE, et AH=DF; joignez GH , et prolongez les arcs 
BG , GH , jusqu'à ce qu'ils se rencontrent en I et K. 

Les deux cimes AG , AH , sont par construction 
ég^ux aux deux DE , DF ; l'angle compris GAH =BAC 
=EDF; donc* les triangles AGH, DEF, sont égaux 
dans toutes leurs parties, et on a l'angle AGH=DEF 
s= ABC , et l'angle AHG = DFE = ACB. 

Dans les triangles IBG, KBG, le côté BG est com- 
mun, l'angle IGB==GBK; et puisque IGB+BGK est 
égal à deux droits, ainsi que GBK+IBG, il s'ensuit 
que BGK=IBG. Donc les triangles IBG, GBK, sont 
égaux * , donc IÇ = BR , et IB = GK. 

Pareillement , de ce que l'angle AHG == ACB, on 
conclura que les triangles ICH , HCK, ont un côté égal 
adjacent à deux angles égaux ; donc ils sont égaux ; 
donc IH=CK, et HK=IC. 

Maintenant , si des égales BK , IG , on retranche les 
égales CK, IH, les restes BC, GH, seront égaux. D'ail- 
leurs l'angle BCA = AHG, et l'angle ABC = AGH. 
Donc les triangles ABC, AHG, ont un côté égal ad- 
jacent à deux angles égaux ; donc ils sont égaux : 
mais le triangle DEF est égal dans toutes ses parties 
au triangle AHG ; donc il est égaLaussi au triangle 
ABC, et on aura AB = DE, AC = DF, BC = EF; 
donc , si deux triangles sphériques sont équi angles 
entre eux, les côtés opposés aux angles égaux seront 
égaux. 1 

Seholie. Cette proposition n'a pas lieu dans les 
triangles rectilignes , où de l'égalité des angles on ne 
peut conclure que la proportionnalité des côtés. Mais 
il est aisé de rendre compte dé la différence qui se 
trouve à cet égard entre les triangles rectilignes et 
les triangles sphériques. Dans la proposition présente , 
ainsi cjue dans les prop. xn » xni , xrv et xvn , pu 
il s'agit de la comparaison des triangles, il est dit 
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expressément que ces triangles sont tracés sur k 
même sphère ou sur des sphères égales. Or les arcs 
semblables sont proportionnels aux rayons; donc, 
sur des sphères égales , ^Leux triangles ne peuvent 
être semblables sans être égaux. Il n'est donc pas 
surprenant quç l'égalité des angles entraîne l'égalité 
des côtés. 

Il en serait autrement si les triangles étaient tracés 
sur des sphères inégales ; alors les angles étant égaux , 
les triangles seraient semblables , et les côtés homo- 
logues seraient entre eux comme les rayons des 
sphères. 

PROPOSITION XIX. 



A 



THEOREME. 



La somme des angles de tout triangle sphé- 
rique est moindre que six et plus grande que 
deux angles droits. 

Car i° chaque angle d'un triangle sphérique est 
moindre que deux angles droits (voyez le scholie ci" 
après) ; donc la somme des trois angles est moindre 
que six angles droits. 

2° La mesure de chaque angle d'un triangle sphé- 
rique est égale à la demi-circon£érence moins le côté 
* 10. correspondant du triangle polaire * ; donc la somme 
des trois angles a pour mesure trçis demi-circonfé- 
rences moins la somme des côtés du triangle polaire. 
Or cette dernière somme est plus petite qu'une cir- 
*4- conférence* ; donc, en la retranchant de trois demi- 
circonférences , le reste sera plus grand qu'une demi- 
circonférence , qui est la mesure de deux angles 
droits ; donc 2° la somme des trois angles d'un triangle 
sphérique est plus grande que deux angles droits» 

Corollaire I. La somme des angles d'un triangle 
sphérique n'est pas constante comme celle des tri» 
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angles rectilignes ; elle varie depuis deux angles droits 
jusqu'à six , sans pouvoir être égale à l'une ni à l'autre * 
limite. Ainsi deux angles donnés ne font pas connaître 
le troisième. 

' Corollaire IL Un triangle sphérique peut avoir 
deux ou trois angles droits , deux ou trois angles 
obtus. 

Si le triangle ABC est W- rectangle , c'estrà-dire fig. *35. 
s'il a deux angles droits B et C, le sommet A sera le 
pôle de la base BC * ; et les côtés AB , AC , seront des * 6. 
quadrants. 

Si en outre l'angle A est droit, le triangle ABC sera 
tri-rectangle, ses angles seront tous droits et ses côtés 
des quadrants. Le triangle tri-rectangle est contenu 
huit fois dans la surface de la sphère ; c'est ce que l'on 
voit par la fig. 236, en supposant l'arc MN égal à un 
quadrant. 

Scholie. Nous avons supposé dans tout ce qui pré- 
cède, et conformément à la défipit. vi , que les trian- 
gles sphériques ont leurs côtés toujours plus petits 
que la demi-circonférence; alors il s'ensuit que les 
angles sont toujours plus petits que deux angles* droits : 
car , si le côté AB est moindre que la demi-circonfé- fig. 2*4. 
rence, ainsi que AC, ces arcs doivent être prolongés 
tous deux pour se rencontrer en D. Or les deux angles 
ABC , CBD , pris ensemble , valent deux angles droits; 
donc l'angle ABC tout seul' est moindre que deux 
angles droits. 

Nous observerons cependant qu'il existe des trian- 
gles sphériques dont certains côtés sont plus grands 
que la demi-circonférence , et certains angles plus 
grands que deux angles droits. Car, si on prolonge 
le côté AC en une circonférence entière ACE , ce qui 
reste , en retranchant de la demi-sphere le triangle 
ABC , est un nouveau triangle , qu'on peut désigner 
aussi par ABC, et dont les. côtés sont AB, BC, A£C. 
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On voit doB€ que lé côté AEG est plus grand que la 
demi-eirconféreflce AED ; mais en même temps l'an- 
gle opposé en B surpasse deux angles droits dé fat 
quantité CBD. 

Au reste si oh a' exclu de là définition les triangles 
dont les côtés et les angles sont si grands, c'est que 
leur résolution ou la détermination de leurs parties 
se rédûk toujours à cette des triangles' renfermés dans 
la définition. En effet on Toit aisément que si on 
connaît les angles et le£ côtés du* àriangle ABC , on 
connaîtra immédiatement les angles et les côtés du 
triangle qui est le reste de la deniî-sphére. 

PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 

% a36. Le fuseau A MBNA est à la surface de la sphère 
comme V angle M AN de ce fuseau est à quatre 
angles droits , ou comme fore MN qui mesure 
cet angle est à la circonférence. 

Supposons d'abord que Tare MN soit à la circon- 
férence MNPQ. dans un rapport rationnel , par 
exemple, comme 5 est à 48. On divisera la circonfé- 
rence MNPQ en 48 parties égales , dont MN contien- 
dra 5 ; joignant ensuite le pôle A et les points de divi- 
sion par autant de quarts de circonférence, on aura 
48 triangles dans la demi-sphere AMNPQ, lesquels 
seront tous égaux entre eux, puisqu'ils auront toutes 
leurs parties égales. La sphère- entière contiendra 
donc 96 do ces triangles partiels, et le fuseau AMBNA 
en contiendra 10 ; donc le fuseau est à la sphère 
comme ro est à 96, ou comme 5 est à 48, c'est-à-dire' 
comme Tare MN est à la circonférence. 

Si Tare MN n'est pas* commensurable avec la cn> 
conférence, on prouvera par le même rabonaeinent 
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dont on à déjà Tu beaucoup 4'exemfued, que le fuseau 
est toujours à la sphère cotènte l'arc MN. est à la cir- 
conférence. 

Corollaire L Deux fuseaux sont entre eut connue 
leurs angles respectifs. 

Corollaire IL On * déjà tu que là surface entière 
de la sgtheïe est égale à nuit triangles tri-rectangles*; *ig. 
donc , si Faire d'un de ces triangles est prise pour 
l'unité, la surface de la sphère sera représentée par 8. 
Gel» posé , la surface du fuseau dont l'angle est A sera 
exprimée par % A (si toutefois l'angle A est éyahié 
en prenant l'angle droit pour unité) ; car on a aA:8 
:: A:«4- Bya donc ici deux unités différente?; l'une 
pour le* angles , c'est l'angle droit ; l'autre pour les 
surfaces , c'est le triangle sphériqwe trwtectangle y ou 
celui dont tous les angle» sont droite, et testâtes des 
quarts de crrconÉérence. 

Sehoiée. L'onglet sphérique compris par le» plans 
AMB y ANB , est au solide: entier de ki sphère comme 
l'angle A est à quatre angles droits. Car les roseaux 
étant égaux i le» onglets sphériques seront pareille* 
meirt égaux : donc deux onglets sphériques sont entre 
ettx connue le» angles formée par les {dans qui les 
eonrftfenaenf. 

PROPOSITION XXL 



A 



THEOREME. 



Deux triangles. sphériques sjmfnéiriques sort 
égaux en surfaée. 

Soient ABC , DEF deux triangles symmétriques , fig. a3;. 
c'est-à-dire deux triangles qui ont les côtés égaux , AB 
==r DE r AC œ DF r BG 2= EF, et qui .cependant ne 
pourraient être superposés ; je dis que la surface ABU 
est égale à la surface DEF. 



Soit P te pôle du petii cer<9e qui passerait par lés 
trois points A, B, C (i) ; de ce point soient menés les 

•6. arcs égaux * PA, PB , PC ; au point F faites l'angle 
DFQ==ACP, l'arc FQ=CP, et joignez DQ, EQ. 

Les côtés DF , FQ, sont égaux aux côtés AC , CP ; 
l'angle DFQ=ACP; donc les deux triangles DFQ, 

♦i». ACP, sont égaux dans toutes leurs parties*; donc le 
côté DQ=AP, et Fangle DQF=APC. 

Dans les triangles proposés DFE , ABC , les angles 
DFE, ACB, opposés. aux côtés égaux DE, AB, sont 

*ii. égaux*, si on en retranche les angles DFQ, ACP, 
égaux par construction , il restera Fangle QFE égal à 
PCB. ^'ailleurs les côtés QF , FE , sont égaux aux 
côtés PC, CB; donc les deux triangles FQE, CPB, 
sont égaux dans toutes leurs parties; donc le côté 
QE=PB>, et Fangle FQE = CPB. 

Si on observe maintenant que les triangles DFQ, 
ACP, qui ont les côtés égaux chacun à chacun, sont 
en même temps isosceles , on verra qu'ils peuvent s'ap- 
pliquer Fun sur Fautre ; car , ayant placé PA sur son 
égal QF , le côté PC tombera sur son égal QD , et 
ainsi les deux triangles seront confondus* en un seul : 
donc ils sont égaux , donc la surface DQF = APC. 
Par une raison semblable la surface FQE = CPB, et 
la surface DQE = APB; donc on a DQF + FQE — 
DQE=APC + CPB— APB, ou DFE=t= ABC ; donc 
les deux triangles symmétriques ABC , DEF , sont 
égaux en surface. 

Scholie. Les pôles P et Q pourraient être situés au- 
dedans des triangles ABC , DEF ; alors il faudrait 
ajouter les trois triangles DQF , FQE , DQE , pour 

(i) Le cercle qui passe par les trois points À , B , C , on qui 
est circonscrit au triangle ABC , ne peut être qu'un petit cercle 
de la sphère ; car , si c'était un grand cercle , les trois côtés AB , 
BC , AC , seraient situés dans un même plan , et le triangle ABC 
se réduirait A un de ses côtés. 



-* 



LIVRE VII. 2^5 

en composer le triangle DEF, et pareillement il fau- 
drait ajouter les trois triangles APC , CPB , APB , pour 
en composer le triangle ABC ; d'ailleurs la démonstra- 
tion et la conclusion seraient toujours les mêmes. 

PROPOSITION XXIL 

THEOREME. 

Si deux grands cercles AOB , COD , se coupent fig. *33. 
comme on voudra dans I 9 hémisphère AOCBD , 
la somme des triangles opposés AOC , BOD , sera 
égale au fuseau dont V angle est BOD. 

Car, en prolongeant les arcs OB, OD, dans l'autre 
hémisphère jusqu'à leur rencontre en N , OBN sera 
une demi-circonférence , ainsi que AOB $ retranchant 
de part et d'autre OB, on aura BN = AO. Par une 
raison semblable on a DN = CO , et BD = AC ; donc 
les deux triangles AOC , BDN , ont les trois côtés égaux : 
d'ailleurs leur position est telle qu'ils sont symmétri- 
ques l'un de l'autre; donc ils sont égaux en surface*, *ai. 
et la somme des triangles AOC, BOD, est équivalente 
au fuseau OBNDO dont l'angle est BOD. 

Scholie. Il est clair aussi que les deux pyramides 
sphériques qui ont pour bases les triangles AOC, 
BOD , prises ensemble , équivalent à l'onglet sphé- 
rique dont l'angle est BOD. 

PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 

La surface d'un triangle sphérique quelconque 
a, pour mesure V excès de la somme de ses trois 
cingles sur deux angles droits. 

Soit ABC le triangle proposé,* prolongez ses côtés fig-a??. 

i5 



aîiG GÉOMÉTRIE. 

jusqu'à ce qu'ils rencontrent le grand cercle DEFG, 
mené comme on voudra hors du triangle. En vertu du 
théorème précédent > les deux triangles ADE, AGH, 
pris* ensemble , équivalent au fuseau dont l'angle est 
•ar. A, et qui a pour mesure 2A* : ainsi on aura ADE + 
AGH=2A; par une raison semblable BGF + BID 
= 2B , CIH + CFE = 2C. Mais la somme de ces six 
triangles excède la demi - sphère de deux fois le tri- 
angle ABC, d'ailleurs la demi-sphere est représentée 
par 4 > donc le double du triangle ABC est égal 2A 
-|- 2B -f- 2C — 4 > et P ar conséquent ABC = A -f- B 
4- C — 2 ; donc' un triangle sphérique a pour mesure 
la somme de ses angles moins deux angles droits. 

Corollaire I. Autant il y aura d'angles droits dans 
cette mesure, autant le triangle proposé contiendra 
de triangles tri-rectangles ou de huitièmes de sphère 
* ao. qui sont l'unité de surface *. Par exemple , si les angles 
sont égaux chacun aux j d'un angle droit , alors les 
trois angles vaudront 4 angles droits , et le triangle 
proposé sera représenté par 4 — 2 ou 2; donc il sera 
égal à deux triangles tri-rectangles ou au quart de la 
surface de la sphère. 

Corollaire II t Le triangle sphérique ABC est équi- 
valent au fuseau dont l'angle est "*" "*" — 1 ; de 

mèhie la pyramide sphérique , dont la base est 
ABC , équivaut à l'onglet sphérique dont l'angle 

es t£±!±^-i. 

a 

Scholie. En même temps qu'on compare le triangle 
sphérique ABC au triangle ni- rectangle, la pyra- 
mide sphérique qui a pour base ABC se compare avec 
la pyramide tri-rectangle, et il en résulte la même 
proportion. L'angle soude au sommet de la pyramide 
se compare de menu» avec l'angle solide au sommet 
de la pyramide tri-rectangle : en effet la comparai- 
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son s'établit par la coïncidence des parties. Or, si 
les bases des pyramides coïncident , il est évident que 
les pyramides elles-mêmes coïncideront , ainsi que 
les angles à leur sommet. De là résultent plusieurs 
conséquences. 

i° Deux pyramides triangulaires sphériques sont 
entre elles comme leurs bases ; et , puisqu'une pyra- 
mide polygonale peut se partager en plusieurs pyra- 
mides triangulaires , il s'ensuit que deux pyramides 
sphériques quelconques sont entre elles comme les 
polygones qui leur servent de bases. 

2 Les angles solides au sommet des mêmes pyra- 
mides sont également dans la proportion des bases; 
donc , pour comparer deux angles solides quelcon- 
ques , il faut placer leurs sommets au centre de deux 
sphères égales , et ces angles solides seront entre eux 
comme les polygones sphériques interceptés entre 
leurs plans ou faces. 

L'angle au sommet de la pyramide tri-rectangle est 
formé par trois plans perpendiculaires entre eux : cet 
angle , qu'on peut appeler angle solide droit, est très-? 
propre à servir d'unité de mesure aux autres angles 
solides. Cela posé, le même nombre qui donne l'aire 
du polygone sphérique donnera la mesure de l'angle 
solide correspondant. Par exemple , si l'aire du poly- 
[ gone sphérique est j , c'est - à - dire s'il est les f du 
triangle tri - rectangle , l'angle solide correspondant 
sera aussi 4 de l'angle solide droit. 

PROPOSITION XXIV. 



THEOREME. 



La surface d'un polygone sphérique 
mesure la somme de ses angles , moins 

"' i5. 
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duit de deux angles droits par le nombre des 
côtés du polygone moins deux. 
fi-2/,0. D'un même sommet A soient menées à tous les 
autres sommets les diagonales ÂG , AD ; le polygone 
ABGDE sera partagé en autant de triangles moins 
deux qu'il a de côtés. Mais la surface de chaque tri- 
angle a pour mesure la somme de ses angles moins 
deux angles droits , et il est clair que la somme de tous 
les angles des triangles est égale à la somme des angles 
du polygone : donc la surface du polygone est égale à 
la somme de ses angles diminuée d'autant de fois deux 
angles droits qu'il a de côtés moins deux. 

Scholie. Soit s la somme des angles d'un polygone 
sphérique, n le nombre de ses côtés ; l'angle droit 
étant supposé l'unité , la surface du polygone aura 
pour mesure s — 2 (11 — 1) on s — 2/ï-f- 4. 

PROPOSITION XXV. 

THEOREME. 

Soit S le nombre des angles solides d'un polyèdre , H le 
nombre de ses faces , A le nombre de ses arêtes ; je dis qu'on 
aura toujours S -f- H = A -|- 1 . 

Prenez au-dedans du polyèdre un point d'où vous mène- 
rez des lignes droites aux sommets de tous ses angles ; ima- 
ginez ensuite que du même point comme centre on décrive 
une surface sphérique qui soit rencontrée par toutes ces 
lignes en autant de points; joignez ces points par des arcs 
de grands cercles , de manière à former sur la surface de la 
sphère des polygones correspondants et en même nombre 
fig. 240. avec les faces du polyèdre. Soit ABCDE un de ces polygones, 
et soit n le nombre de ses côtés ; sa surface sera s — 2/1*+ 4, 
s étant la somme des angles A, B, C, D, E. Si on évalue 
semhkblement la surface de chacun des autres polygones 
spUHÉtf > et qu'on les ajoute toutes ensemble, on en con- 
cltfHBpeur somme , ou la surface de la sphère représentée 
par ff, ëtt égale à la somme de tous les angles des polygones, 
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moins deux fois le nombre de leurs côtés , plus 4 pris autant 
de fois qu'il y a de faces. Or , comme tous les angles qui 
s'ajustent autour d'un même point A valent quatre angles 
droits , la somme de tous les angles des -polygones est égale 
à 4 pris autant de fois qu'il y a d'angles solides; elle est 
donc égale à 4S. Ensuite le double du nombre des côtés A8 , 
BG, CD, etc. 'est égal au quadruple du nombn des arêtes 
ou= 4 A , puisque la même arête sert de côté à deux ftfces : 
donc on aura 8 = 4S — 4 A. -f- 4 H ; ou , en prenant le quart 
de chaque membre, a=S — A-f-H; donc S-f-H=A-r-2* 

Corollaire. Il suit de là que la somme des angles plans 
qui forment les angles solides d'un polyèdre est égale à au- 
tant de fois quatre angles droits qu'il y a d'unités dans 
S — 2 , S étant le nombre des angle* solides du polyèdre. < 

Car , si on considère une face dont le nombre de côtés 
est n , la somme des* angles de cette face sera 2/2—4 angles 
droi ts*. Mais la somme de tous les %n , ou le double du nom- * 2 1 , 1 . 
bre des côtés de tous les faces , = 4 A , et 4 pris autant de 
fois qu'il y a de faces = 4 H ; donc la somme des angles de 
toutes les faces = 4 A — 4H. Or , par le théorème qu'on vient 
de démontrer, on a A — H=S — 2, et par conséquent 4 A 
— 4H = 4 ( S — 2 ). Donc la somme des angles plans > etc. 

PROPOSITION XXVI. 

THEOREME. 



De tous les triangles spkériques formés avec deux côtés, r ,i 
donnés CB , CA , et un troisième h volonté , le plus grand fi » 
ABC est celui dans lequel V angle C, compris par les côtés 
donnés, est égal à la somme des deux autres angles A et B. 

Prolongez les deux côtés AC , AB , jusqu'à leur rencontre 
en D , vous aurez un triangle sphérique BCD , dans lequel 
l'angle DBC sera aussi égal à la somme des deux autres 
angles BÇC , BCD : car BCD + BCA étant égalé à deux, 
angles droits , ainsi que CBA-f-CBD , on a BCD + BCA = 
CBA+GBD ; ajoutant de part et d'autre BDC=BAC , on 
aura BCD + BCA + BDC=CBA+CBD + BAC Or, par 
li 3 rpothese,BCA=CBA-r-BAC;doneCBD=BCD+BDC. 



! 2. 

1 ;* . 
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Menez BI qui fasse l'angle Cfil = BCD , et par suite IBD 
r= BDC ; les deux triangles ÏBC , IBD , seront isosceles , et an 
aura LC^=IB=rIB. Donc le point I , milieu de BC y est à 
égale distance des trois points B , C , D : par une raison sem- 
blable le point O * milieu de AB , sera également distant 
des trois points A , B , G. 

Soit maintenant C A' = CA et Fangle BOA' > BCA ; si Ton 
joint A'B , et /qu'on prolonge les arcs A'C , A'B , jusqu'à 
leur rencontre en D'» l'arc D'CA' sera une demi-circonférence 
ainsi que DCA ; donc puisqu'on a CA ' = CA , on aura aussi 
CD ' = CD. Mais dansle triangle CÏD ' , on a CI-f-ID ' > CD ' ; 
doncID' >CD»~€I, on ID' >ID. 

Dana le triangle iSOscele CIB divisons l'angle du sommet I 
en deux également paa l'arc EIF qui sera perpendiculaire 
sur le milieu de BC Si on prend un point L entre I et E , la 
distancé BL , égale à LC , sera moindre que BI ; car on peut 
démontrer , comme dans la prop. ix , liv. i , qu'on a BL-f- 
L€ < Bi-f-IC ; donc en prenant les moitiés de part et d'autre , 
on a«ra BL < BL Mais dansle triangle D'LConaD'L>D'C 
— Cii^et à pms forte raison D'L>DC — GÏ,anD'L>DI > 
ou D'L>Bi, onD'L>BL. Donc si on cherche sur Tare 
EIF un point également distant des trois points B , C , D ' > 
ce point ne saurait se trouver que sur le prolongement de 
El vers F. Soit l' le poifit cherché , en sorte qu'on ait D'I/ 
=BI'=CI';les triangles I'CB,I'CD',I'BD\ étantisos- 
celes, on aura les angles égaux i'BC^I'CB , rBD'=I'D'B , 
I'CD'=I'D'C. Mais les angles D'BC + CBA' valent 
éeàa aogfes d**i» , ainsi que D ' CB -j-ftCA ; donc 
D'tt'^'ÉG+€BA'*±a, 
ad'u^I'CD'+BfcA' =~a. 
Âiôl^mhftllétt*Mme% ét%BieWàntqu'onaï f BG^iBCI f 
etD'M'«^'ÇD'i3c:BD Y I'-^I'B'€ia:CÔ'«dÊ:CA'B, on 
aura 

*I ' BC ** CA ! B*J-C»A ' *«€ A '«t 4* 
Beafe CA f fi-f-CBA V4-1GA'^4 (ia*s*réd<* l'aiftdutlrftft» 
t4e A'BG)^^^%J'JrC^^fl^€^ , TO»i^e.A'fitîz«axt^ 

*nqgkVJ&imxàà$ààjàiMtà ta»<tu^ 

rosi ak% ABCtafc *»— to mê^kOC. Or , on d nemonèité qk% 
l'ôal^rBJKeatpluÀgraéd^méLaC^ totte l'aire A'fiG&t 
plus petite que ABC 
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' La même démons nation et la même conclusion auraient pi. x 3 , 
lieu , si, en prenant toujours Tare CA'irCA, on faisait H- l l- 
l'angle BCA' <BCA; donc ABC est le triangle le plus grand 
entre tous ceux qui ont deux côtés donnés et le troisième à 
volonté. 

Scholie I. Le triangle ABC, le plus grand entre tous- ceux f.g. 241, 
qui ont deux côtés donnés CA , CB , peut être inscrit dans 
un demi-cercle dont la corde du troisième côté AB sera le 
diamètre ; car O étant le milieu de Afi , on a vu que les dis- 
tances OC , OB , sont égales ; donc la circonférence du petit 
cercle décrite du point O comme pôle et de l'intervalle OB 
passera par les trois points A , B , C. De plus la ligne droite 
BA est un diamètre de ce petit cercle; carie centre qui doit 
se trouver à la fois dans le plan du petit cercle et dans le 
plan de Tare du grand cercle * BOA , se trouvera nécessai- *„ r . T , 
rement dans l'intersection de ces deux plans qui est la droite cor - 4- 
BA , et ainsi BA sera un diamètre. 

II. Dans le triangle ABC , l'angle C étant égal à la soûmc 
des deux autres A et B , il s'ensuit que là lomée des trois 
angles est double de l'angle Ç. Maïs cette s>ntn?€ e4% teu*- 
jours plus grande que deux angle» droits* j denc" fataglc c * I 9* 
est plus grand qu'un droit. 

III. 9k l'on prolonge les côtes GB> CA, Jèstprà iWir 1 ren- 
contre en £ , k triangle BAEtdra égal du fftart 4* là stfrféee 
de la sphère. Car l'angle E:atCt3*A0G*f*£ABf don* 1*1 
trois angles du trtengk BAS équivalent aux t}#at*ë ABC , 
AB£ , CAB 1 BAE dont là Jointt» «l #£a£è fil quatre effigie* 
droits ; donc la surface dû triftàffle BAirifc 4±**fc£* , tpA * 24. 
est le quart de k suvfade de là sphère 

IV . Il U'j étirait pas ttdu à ihàmAkih fi là sVftftme 4ei âettt 
côtés ddnftés CA s OB , éfcttJt ^tè tni jAub grlffluV 4«ê H 
demi-circonfcrenfce d'en gratta éeiéfe. €ar jtaîs^u* le bhnlgte 
ABC doit être iîwwfrit dans «m démi^c*r«« êè Mf spÊefè , ÎÉ 
somme des ée«x bâtés CA ; CB * frerà MèUrtre tyit* 1* dWIrt- 
circttHérente BGA% et pnrtèUsé^iêtil httftHlrè qu*!à <Mài- * 3 
circeerfércttfeti'ua grefed «Nier 

Lu *ake» peenrquei ii n'y a put 1 dé iftéforf/feafll > hSftqfà M 
somme des deux côtés detmés ett plM greridé (JfËfe !* d*hH- 
ctrcomférence d'un grand cercle , e'eirt qu'aie** lé ttiangic 
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augmente de plus en plus à mesure que l'angle compris par 
les côtés donnés est plus grand; enfin lorsque cet angle sera 
éca 1 à deux droi ts , les trois côtés seront dans un même plan , 
et formeront une circonférence entière ; le triangle 7 sphé- 
rique deviendra donc égal à la demi-sphere 9 mais il cessera 
alors d'être triangle. 

PROPOSITION XXVII. 

THÉORÈME. 

J}e tous les triangles sphériques formés avec un côté donné 
* et un périmètre donné , le plus grand est celui dans lequel 
les deux côtés non déterminés sont égaux* 
fig. 34a. Soit AB le côté donné commun aux deux triangles ACB , 
ADB , et soit ÀC-|-CB=AD+DB; je dis que le triangle 
isoscele ACB , dans lequel AC = CB , est plus grand que le 
non-isoscele ADB. 

Car ces triangles ayant la partie commune AOB , il suffit 
de faire voir que le triangle BOD est plus 'petit que AOC 
L'angle CBA égal à CAB , est plus grand que OAB ; ainsi 
♦ 16. le côté AO est plus grand que OB*; prenez OI =r OB, faites 
*i2. OK=OD , et joignez Kl ; le triangle OKI sera égal à BOB*. 
Si on nie maintenant que le triangle. DOB ou son égal KOI 
soit plus petit que OAC , il faudra qu'il soit égal ou plus 
grand ; dans l'un et l'autre cas , puisque le point I est entre 
les points A et O , il faudra que le point K soit sur OC pro- 
longé, sans quoi le triangle OKI serait contenu dans le 
triangle CAO , et par conséquent plus petit. Cela posé , le 
plus court chemin de C en A étant CA , on a CK-f-KI-h 
IA>CA.MaisCK=OD— CO y AIx=AO— OB;KI=BD; 
doncOD— CO-f-AO— OB^-BD>CA,eten réduisant AD 
— CB+BD>CA , ou AD + BD>AC+CB. Or cette iné- 
galité est contraire à , l'hypothèse AD + BD = AC 4- CB ; 
donc le point K ne peut tomber sur le prolongement de OC ; 
donc il tombe entre O et C , et par conséquent le triangle 
KOI , ou son égal ODB , est plus petit que ACO ; donc le 
triangle isoscele ACB est plus grand que le non-isoscele ADB 
de même base et de même périmètre. * . 
Scholie. Ces deux dernières propositions sont analogues 
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aux propositions i et ni de l'appendice au liv. iv ; ainsi on 
peut en tirer , par rapport aux polygones sphériques , les 
conséquences qui ont lieu pour les polygones r&tHignes. 
Voici les principales t 

i° De tous las polygones sphériques isopérimetres et d'un 
même nombre de côtés , le plus grand est un polygone équi- 
latéral. 

a° De tous les polygones sphériques formés avec des côtés 
donnés et un dernier à volonté, le plus grand est celui qu'on 
peut inscrire dans un demi-cercle dont la corde du côté non 
déterminé sera le diamètre. Il faut , pour la possibilité de 
la solution , que la somme des côtés donnés soit moindre 
qu'une demi-circonférence de grand cercle. 

3° Le plus grand des polygones sphériques formés avec 
des côtés donnés, est celui qu'on peut inscrire dans un cercle 
de la sphère. 

4° Le plus grand des polygones sphériques qui ont le 
méfhe périmètre et le même nombre de côtés , est celui qui 
a ses angles égaux et ses côtés égaux. 

Toutes les propositions de maximum concernant les po- 
lygones sphériques s'appliquent aux angles solides dont ces 
polygones sont la mesure. 



/. 
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APPENDICE AUX LIVRES VI et VIL 



LES POLYEDRES RÉGULIERS. 



PROPOSITION PREMIERE. 



THEOREME. 



Il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers. 

Car on a défini polyèdres réguliers ceux dont toutes les 
faces sont des polygones réguliers égaux ,' et dont tous les 
angles solides sont égaux entre eux. Ces conditions ne peu- 
vent avoir lieu que dans un petit nombre de cas. 

i° Si lêi faces sdnt deà triangles équilatéraux , on peut 
former chaque angle «olide du polyèdre avec trois angles 
de ces triangles ,*bu avec quatre , ou avec cinq : de là naissent 
trois corps réguliers , qui sont le tétraèdre , l'octaèdre , et 
ricosaèdre. On n'en peut pas former un plus grand nombre 
avec des triangles équilatéraux, car six angles de ces tri- 
angles valent quatre angles droits, et ne peuvent former 
ai, 5. d'angle solide*. 

a° Si les faces sont des quajrés , on peut assembler leurs 
angles trois à trois ; et de là résulte l'hexaèdre ou cube. . 

Quatre angles de quarrés valent quatre angles droits , et 
ne peuvent former d'angle solide. 

3° Enfin , si les faces sont des pentagones réguliers , on 
pourra encore assembler leurs angles trois à trois , et il en 
résultera le dodécaèdre régulier. 

On ne peut aller plus loin ; car trois angles d'hexagones 
réguliers valent quatre angles droits , et trois d'heptagones 
encore plus. 

Donc il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers , 
trois formés avec des triangles équilatéraux , un avec des 
quarrés , et un avec des pentagones. 

Scholie. On va prouver dans la proposition suivante qne 
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ce* cinq polyèdres existent réellement , et qu'on peut en 
déterminer toutes les dimensions lorsqu'on connaît une de 
leurs faces. 

PROPOSITION IL 

PROBLÈME. 

Etant donnée Vune des faces d'un polyèdre régulier 9 ou 
seulement son côté , construire le polyèdre» 

Ce problème en présente cinq qui Tont être résolus suc- 
cessivement. 

Construction du tétraèdre. 

Soit ABC le triangle équilatéral qui doit être une des faces fig. a*3. 
du tétraèdre ; au point O , centre de ce triangle , élevez OS 
perpendiculaire au plan ABC ; termine* cette perpendiculaire 
au point S , de sorte que AS = AB ; joignez SB, SC , et la 
pyramide S ABC sera le tétraèdre requis. 

Car, à cause dés distances égales OA , ÔB , OC , les obli- 
ques SA , SE , iC , s'écartent également de la perpendicu- 
laire SO et sont égalés. L'une d'elles SA=AB; donc les 
quatre fatfes de la pjrràmîde SABC sont des triangles égaux 
au triangle donné Aftt. bailleurs les angles solides de cette 
pyramide sont égaux entré eux, }misqu*ils sont formés cha- 
cun avec trois angles plans égaux ; donc cette pyramide est 
un tétraèdre régulier. 

Construction l de Vhexaèdre. 

Soit ABCD un quarré donné : sur la base ABCD construi- f Ig . 244. 
sez un prisme droit dont la hauteur AE soit égale au côté 
AB. Il est daifr que lit ffttffe èé «t £*t*M fcéttt èêê qutfrés 
égaux, tt que «es aé&H WKâeft W>rit*gft*f* %n*W *#**•*&& 
éatmt fortafe <oltacMn.av*fc ttoifc a» gto dttftitl ; don* Ifc pMWhfe 
est «ta iieamàdre régulier 0* «mfee. 

"Cùn^fucfUM ûè tôcïâèdfè. 

Soit AM& un triangle équilatéral donné ; sur le «ooé AB fig. 245. 
décrivez le quarré ABGD ; an point O , ««n*r« de.ct quarté* 
élevez sur *©n plan la, pe xpenéieulaira XS « *e&amë* «« .puft 
et d'autre en T et S, de manière que OTz^QpcizAtOs 
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joignez ensuite SA, SB, TA, etc., vous aurez un solide 
SABCDT composé de deux pyramides quadrangulaircs 
S4BCD TABCD, adossées par leur base commune ABCD; 
ce solide sera l'octaèdre régulier demandé. 

En effet le triangle AOS est rectangle en O , ainsi que le 
triangle AOD ; les côtés AO , OS , OD , sont égaux ; donc 
ces triangles sont égaux , donc AS = AD. On démontrera 
de même que tous les autres triangles rectangles ÀOT, BOS, 
COT etc., sont égaux au triangle AOD; donc tous les 
côtés AB , AS , AT , etc. sont égaux entre eux , et par con- 
séquent le solide SABCDT est compris sous huit triangles 
égaux au triangle équilatéral donné ABM. Je dis de plus que 
les angles solides du polyèdre sont égaux entre eux , par 
exemple , l'angle S est égal à l'angle B. 

Car il est visible que le triangle SAC est égal au triangle 
DAC , et qu'ainsi l'angle ASC est droit; donc la figure 
SATC est un quarré égal au quarré ABCD. Mais si on com- 
pare la pyramide BASCT à la pyramide S ABCD, la base 
ASCT de la première peut se placer sur la base ABCD de la 
seconde; alors le point O étant un centre commun, la hau- 
teur OB de la première coïncidera avec la hauteur OS de la 
seconde , et les deux pyramides se confondront en une seule; 
donc l'angle solide S est égal à l'angle solide B; donc le so- 
lide SABCDT est un octaèdre régulier. 

Scholie. Si trois droites égales, AC, BD, ST, sont per- 
pendiculaires entre elles et se coupent dans leur milieu , les 
extrémités de ces droites seront les sommets d'un octaèdre 
régulier. 

/ Construction du dodécaèdre» 

fig. 246. Soit ÀBCDE un pentagone régulier donné ^ soient ABP , 
CBP, deux angles plans égaux à l'angle ABC : avec ces angles 
plans formez l'angle solide B , et déterminez par la propo- 
sition xxiv, livre v, l'inclinaison mutuelle de deux de ces 
plans , inclinaison que j'appelle K, Formez semblablement 
aux points C , D , E, A, des angles solides égaux à l'angle 
solide B, et situés de la même manière : le plan CBP sera le 
même, avec le plan BCG, puisqu'ils sont inclinés l'un et 
l'autre de la même quantité K sur le plan ABCD. On peut 
donc dans le plan PBCG décrire le pentagone BCGFP égal 
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au pentagone ABCDÉ. Si on fait de même dans chacun des 
autres plans CDI , DEL , etc. , on aura une surface convexe 
PrTGH, etc. composée de six pentagones réguliers égaux et 
inclinés chacun sur son adjacent de la même quantité K. 
Soit pfgh, etc. une seconde surface égale à PFGH. etc. , je 
dis que ces deux surfaces peuvent être réunies de manière à 
ne former qu'une seule surface convexe continue. En effet 
l'angle opf, par exemple , peut se joindre aux deux angles 
OPB, BPF, pour faire un angle solide P égal à l'angle B; et 
dans cette jonction il ne sera rien changé à l'inclinaison des 
plans BPF, BPO, puisque cette inclinaison est telle qu'il le 
faut pour la formation de l'angle solide. Mais en même temps 
que l'angle solide P se forme , le côté /^s'appliquera sur son 
égal PF, et au point F se trouveront réunis trois angles 
plans PFG, /?/*?, efg, qui formeront un angle solide égal à 
chacun des angles déjà formés ; cette jonction se fera sans 
rien changer ni à l'état de l'angle P, ni à celui de la surface 
efgh 9 etc. ; car les plans PFG, efp, déjà réunis en P, ont 
entre eux l'inclinaison convenable K, ainsi que les plans 
efg y efp. Continuant ainsi de proche en proche, on voit 
que les deux surfaces s'ajusteront mutuellement l'une avec 
l'autre pour ne former qu'une seule surface continue et ren- 
trante sur elle-même : cette surface sera celle d'un dodé- 
caèdre régulier, puisqu'elle est composée de douze penta- 
gones réguliers égaux , et que tous ses angles solides" sont 
égaux entre eux. 

Construction de Vicosaèdre. 

Soit ABC une de ses faces ; il faut d'abord former un fig *4: 
angle solide avec cinq plans égaux au plan ABC et égale- 
ment inclinés chacun sur son adjacent. Pour cela , sur le 
côté B'C ' , égal à BC , faites le pentagone régulier B'C'HTD' ; 
au centre de ce pentagone élevez sur son plan une perpendi- 
culaire , que vous terminerez en A' de manière que B ' A '= 
B'C'; joignez A'C',A'H', AT, A'D', et l'angle solide 
A', formé par les cinq plans B'A'C, C A'H', etc., sera 
l'angle solide requis. Car les obliques A ' B ' , A ' C ' , etc. sont 
égales, l'une d'elles A'B' est égale au côté B'C, donc tous 
les triangles B'A'C, C'A' H', etc. sont égaux entr* eux et 
au triangle donné ABC. „ 
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Ue^rxittUeJrailleursqTielesplansB'A'CC'A'H'^tc. 
M«tt égali«en* inclinés chacun sur son adjacent; car les* 
aiiçfes solides B r , C, etc. sont égaux entre eux , puisqu'ils 
sont formés chacun avec deux angles de triangles équilaté- 
raux et un de pentagone régulier. Appelons K l'inclinaison 
des deidrplans où sont les angles égaux , inclinaison qu'on 
peut déterminer par la proposition xxiv, liv. v; l'angle K 
sera en même temps l'inclinaison de chacun des plans qui 
composent l'angle solide A' sur son adjacent. 

Cela posé , si on fait aux points A , B , C , dtes angles solides 
égaux chacun à l'angle A', on aura une surface convexe 
DEFG , etc. composée de dix triangles équilatéraux , dont 
chacun sera incliné sur son adjacent de la quantité K ; et les 
angles D , E , F , etc. de son contour réuniront alternative- 
ment trois et deux angles de triangles équilatéraux. Imagi- 
nez une seconde surface égale à la surface DEFG , etc. ; ces 
deux surfaces pourront s'adapter mutuellement , en joignant 
chaque angle triple de l'une à un angle double de l'autre ; 
et, comme les plans de ces angles ont déjà entre eux l'incli- 
naison K nécessaire pour former un angle solide quintuple 
égal à l'angle A , il ne sera rien changé dans cette jonction à 
l'état de chaque surface en particulier , et les deux ensemble 
formeront une seule surface continue composée de vingt 
triangles équilatéraux. Cette surface sera celle de l'icosaèdre 
régulier, puisque d'ailleurs tous les angles solides sont 
t'igaux entre eux. 

PROPOSITION IIL 

PROBLEME. 

Tromper rincîinaîson de deux faces adjacentes d*un po- 
h*dre rrçutier. 

Cet le inclinaison se déduit immédiatement <Je Ja, cous truc*. 
tn>n qui vient d'être donnée des çjnq polyèdres réguliers ; à 
qiaoi il faut ajouter la proposition xxiv, liv. v, paj fôçjuelle 
étant donnés les trois angles plans qui fondent yjg angle 
soSd* y o/i dçteçmine l'angle que fc^x d# ces, riaps. font 
*utr* eux. 
>.v > ^ ifc»«* fc èttrrtèdre. Chaque angle soj^ç est formai 4ç Uvois 
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angles de triangles équilatéraux : il faut donc chercher par 
le problême cité l'angle que deux de ces plans font entre 
eux , cet angle sera l'inclinaison de deux faces adjacent es-du 
tétraèdre. 

Dans l'hexaèdre. L'angle de deux faces adjacentes est un fi g- ^44- 
angle droit. 

Dans l'octaèdre. Formez un angle solide avec deux an- fig- a45* 
gles de triangles équilatéraux et un angle droit , l'inclinai- 
son des deux plans où sont les angles des triangles sera celle 
de deux faces adjacentes de l'octaèdre. 

Dans le dodécaèdre. Chaque angle solide est formé avec fig. 246- 
trois angles de pentagones réguliers ; ainsi l'inclinaison des 
plans de deux de ces angles sera celle de deux faces adja- 
centes du dodécaèdre. 

Dans Vicosaèdre. Formez un angle solide avec deux an- fig. 347., 
gles de triangles équilatéraux et un angle de pentagone ré- 
gulier , l'inclinaison des deux plans où sont les angles des 
triangles sera celle de deux faces adjacentes de l'icosaèdre. 

PROPOSITION IV. 

PROBLEME. 

Etant donné le côté d'un polyèdre régulier, trouver le 
rayon de la sphère inscrite et celui de la sphère circonscrite 
au polyèdre. 

Il faut d'abord démontrer que tout polyèdre régulier peut 
être inscrit dans la sphère , et qu'il peut lui être circonscrit. 

Soit AB le côté commun à deux faces adjacentes , soient C fig- ?48. 
et E les centres de ces deux faces, et CD, ED, les perpendi- 
culaires abaissées de ces centres sur le côté commun AB , 
lesquelles tomberont au point D , milieu $e ce côté. Les deux 
perpendiculaires CI), DE , font entre elles un, angle cpnnu , 
qui est égal à l'inclinaison de deux faces adjacentes déter*- 
xninée par le problême précèdent. Or si v dans le plan. CDE , 
perpendiculaire à AB , on mené sur (JD s{ ED les çerpenpU- 
culaires indéfinies CO et EO, qui se rencontrent en Q^ je 
dis que le point O sera le centre de la spjiere inscrite et celuj 
de la sphère circonscrite ; le rayon de la première étant QC ? 
et celui de la seconde OA, 
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En effet , puisque les apothèmes CD , DE , sont égales , et 
l'hypoténuse DO commune , le triangle rectangle CDO est 
* 18, i. égal au triangle rectangle ODE*, et la perpendiculaire OC 
est égale à la perpendiculaire OE. Mais AB étant perpendi- 
culaire au plan CDE , le plan ABC est perpendiculaire à 
*i 7 ,5. CDE*, ou CDE à ABC; d'ailleurs CO, dans le plan CDE, 
est perpendiculaire à CD , intersection commune des plans 
* i8,5. CDE , ABC ; donc CO * est perpendiculaire au plan ABC. 
Par la même raison EO est perpendiculaire au plan ABE ; 
donc les deux perpendiculaires CO , EO , menées aux plans 
de deux faces adjacentes par tes centres de ces faces , se 
rencontrent en un même point O et sont égales. Supposons 
maintenant que ABC et ABE représentent deux autres faces 
adjacentes quelconques , l'apothème CD restera toujours de 
la même grandeur , ainsi que l'angle CDO , moitié de CDE ; 
donc le triangle rectangle CDO et son côté CO seront égaux 
pour toutes les faces du polyèdre ; donc , si du point O 
comme centre et du rayon OC on décrit une sphère , cette 
sphère touchera toutes les faces du polyèdre dans leurs 
centres ( car les plans ABC , ABE , seront perpendiculaires 
à l'extrémité d'un rayon ) , et la sphère sera inscrite dans le 
polyèdre , ou le polyèdre circonscrit à la sphère. 

Joignez OA , OB ; à cause de CA = CB , les deux obliques 
OA, OB, s'écartant également de la perpendiculaire, seront 
égales ; il en sera de même de deux autres lignes quelcon- 
ques menées du centre O aux extrémités d'un même côté ;* 
donc toutes ces lignes sont égales entre elles ; donc si du 
point O comme centre et du rayon OA on décrit une sur- 
face sphérique , cette surface passera par les sommets de 
tous les angles solides du polyèdre , et la sphère sera cir- 
conscrite au polyèdre ou le polyèdre inscrit dans la sphère. 

Cela posé , la solution du problême proposé n'a plus au- 
cune difficulté , et peut s'effectuer ainsi : 
%. 249- Etant donné le côté d'une face du polyèdre, décrivez 
cette face , et soit CD son apothème. Cherchez par le pro- 
blème précédent l'inclinaison de deux faces adjacentes du 
polyèdre, et faites l'angle CDE égal à cette inclinaison. 
Prenez DE égale à CD , menez CO et EO perpendiculaires 
à CD et ED ; ces deux perpendiculaires se rencontreront 
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en un point O , et CO sera le rayon de la spherç inscrite 
dans le polyèdre. 

Sur le prolongement de DC prenez CA égale au rayon du 
cercle circonscrit à une face du polyèdre , et OA sera le 
rayon de la sphère circonscrite à ce même polyèdre. 

Car les triangles rectangles CDO , CAO , de la fig. 249 , 
sont égaux aux triangles de même nom dans la figure 248 : 
ainsi , tandis que CD et CA sont les rayons des cercles in- 
scrit et circonscrit à une face du polyèdre, OÇ et OA sont 
les rayons des sphères inscrite et circonscrite au même po- 
lyèdre. 

Scholie. On peut tirer des propositions précédentes plu- 
sieurs conséquences. 

i° Tout polyèdre régulier peut être partagé en autaiit de 
pyramides régulières que le polyèdre a de faces : le sommet 
commun de ces pyramides sera le centre du polyèdre , qui 
est en même temps celui clés sphères inscrite et circonscrite. 

2 La solidité d'un polyèdre régulier est égale à sa surface 
multipliée par le tiers du^rayon de la sphère inscrite. 

5° Deux polyèdres réguliers de même nom sont deux so- 
lides semblables , et leurs dimensions homologues sont pro- 
portionnelles ; donc les rayons des sphères inscrites ou cir- 
conscrites sont entre eux comme les côtés de ces polyèdres. 

4° Si on inscrit un polyèdre régulier dans une sphère , 
les plans menés du centre le long des différents côtés par- 
tageront la surface de la sphère en autant de polygones 
égaux et semblables que le polyèdre a de faces. 
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LES TROIS CORPS RONDS. 

DÉFINITIONS. 

fig. 25o. h ^* appelle cylindre le solide produit par la révo- 
lution d'un rectangle ABGD , qu'on imagine tourner 
autour du côté immobile AB. 

Dans ce mouvement les côtés AD, BC, restant 
toujours perpendiculaires à AB, décrivent des plans 
circulaires égaux DHP, CGQ, qu'on appelle les 
bases du cylindre, et le côté CD en décrit la surface 
convexe. 

La ligne immobile AB s'appelle Vaxe du cylindre. 

Toute section KLM, faite dans le cylindre perpen- 
diculairement à l'axe , est un cercle égal à chacune 
des bases : car, pendant que le rectangle ABCD 
tourne autour de AB, la ligne IK, perpendiculaire à 
AB , décrit un plan circulaire égal à la base , et ce 
plan n'est antre chose que la section faite perpendi- 
culairement à l'axe au point I. 

[Toute section PQGH, faite suivant l'axe, est un 
rectangle double ^1 rectangle générateur ABCD* 
fig.a5i. II. On appelle cône le solide produit par la révo- 
lution du triangle rectangle S AB , qu'on imagine tour- 
ner autour du côté immobile SA. 

Dans ce mouvement le côté AB décrit un plan cir- 
culaire BDCE, qu'on appelle la base du cône, et l'hy- 
poténuse SB en décrit la surface convexe. 

Le point S s'appelle le sommet du cône, SA l'axe 
ou la hauteur, et SB lé côté ou V apothème. 

Toute section HKFI , faite perpendiculairement à 
l'axe, est un cercle; toute section SDE, faite sui- 
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vant Taxe , est un triangle isoscele double du triangle 
générateur SAB. . 

III. Si du cône SCDB on retranche, par une sec- 
tion parallèle à la base , le cône SFKH , le solide res- 
tant CBHF s'appelle cane tronqué ou tronc de cône. 

On peut supposer qu'il est décrit par la révolution 
du trapèze ABHG , dont les angles A et G sont droits , 
autour, du côté AG. La ligne immobile AG s'appelle 
F axe ou la hauteur du tronc, les cercles BDC , HKF, 
en sont les bases, et BH en est le côté* 

IV. ï>eux cylindres ou deux cônes sont semblables 
lorsque leurs axes sont entre eux comme les diamètres 
de leurs bases. 

V. Si, dans le cercle ACD qui sert de base à un fig.aSa. 
cylindre, on inscrit un polygone ABCDE, et que sur 

la base ABCDE on élevé un prisme droit égal en 
hauteur au cylindre, le prisme est dit inscrit dans le 
cylindre , ou le cylindre circonscrit au prisme. 

Il est clair que les arêtes AF , BG , CH , etc. du 
prisme, étant perpendiculaires au plan de la base, 
sont comprises dans la surface convexe du cylindre f 
donc le prisme et le cylindre se touchent suivant ces' 
arêtes. 

VL Pareillement, si ABCD est un polygone circons- ag.a53. 
crit i la base d'un cylindre, et que sur la base ABCD 
on construise un prisme droit égal en hauteur au cy- 
lindre , le prisme est dit circonscrit au cylindre, ou le 
cylindre inscrit dans le prisme. 

Soient M, W , etc. les points de contact des cjttjp 
AB, ÏG, etc, et soient élevées par les points M^r, 
etc. les perpendiculaires MX , NY , etc. au plan de la 
base ; il est clair que ces perpendiculaires seront à la 
fois dans la surface du cylindre et dans celle du prisme 
circonscrit; donc elles seront leurs lignes de contact. 

2f. £. L* cylindre , le cône et la sphère sont les trois corps ronds dont 
•n s'occupe dans les éléments. 

16. 
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Lemmes préliminaires sur. les surfaces. 

L 

fig. 254. Une surface plane OÀBCD est plus petite que 
toute autre surface PABCD, terminée au même t 
contour ABCD. 

Cette proposition est assez évidente pour être ran- 
gée au nombre des axiomes ; car on pourrait suppo- 
ser que le plan est parmi les surfaces ce que la ligne 
droite est parmi les lignes : la ligne droite est la plus 
courte entre deux points donnés, de même le plan, 
est la surface la plus petite entre toutes celles qui ont 
un même contour. Cependant comme il convient de, 
réduire les axiomes au plus petit nombre possible, 
voici un raisonnement qui ne laissera aucun doute, 
sur cette proposition. 

Une surface étant une étendue en longueur et en 
largeur, on ne peut concevoir qu'une surface soit 
' plus grande qu'une autre , à moins que les dimensions 
de la première n'excèdent dans quelques sens celles 
de la seconde ; et s'il arrive que les dimensions d'une 
surface soient en tous sens plus petites que les dimen- 
sions d'une autre surface , il est évident que la pre- 
mière surface sera la plus petite des deux. Or , dans 
quelque sens qu'on fasse passer le plan BPD , qui cou- 
pera la surface plane suivant BD , et l'autre surface t 
sujnnt BPD; la ligne. droite BD sera toujours plus 
fflPfe que BPD; donc la surface plane OABCS est 
plus petite que la surface environnante PABCD. 

II. 

fig. 255. Toute surface convexe OABCD est moindre 
qu'une autre surface quelconque qui enveloppe-* 
rait la première en s * appuyant sur le même con~ 
tourkBCD. 
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* Nous répéterons ici que nous entendons par sur- 
face convexe une surface qui ne peut être rencontrée 
par une ligne droite en plus de deux points : et ce- 
pendant il est possible qu'une ligne droite s'applique 
exactement dans un certain sens sur une surface 
convexe; on en voit des exemples dans les surfaces 
du cône et du cylindre. Nous observerons aussi que 
la dénomination de surface convexe n'est pas bornée 
aux seules surfaces courbes, elle comprend les sur» 
faTces potyédrales ou composées de plusieurs plans , 
et aussi les surfaces en partie courbes, en partie po- . 
lyédrales. 

Cela posé, si la surface OABCD n'est pas «plus 
petite que toutes celles qui l'enveloppent , soit parmi 
celles-ci PABGD la surface la plus petite qui sera au 
plus égale à OABCD. Par un point quelconque O, 
faites passer un plan qui touche la. surface OABCD 
sans la couper; ce plan rencontrera la surface PABCD , 
et la partie qu'il en retranchera sera plus grande que 
le plan terminé à la même surface r donc, en con- 
servant le reste de la surface PABCD , on pourrait 
substituer le plan à la partie retranchée, et on aurait 
une nouvelle surface qui envelopperait toujours 
la surface OABCD, et qui serait plus petite que 
PABCD. - - - 

Mais celle-ci est la plus petite de toutes par hypo- 
thèse ; donc cette hypothèse ne saurait subsister ; donc 
la surface convexe OABCD est plus petite que toute 
autre surface qui envelopperait OABCD, et qui serait 
terminée au même contour ABÇD. 

Scholie. Par un raisonnement entièrement semblable 
on prouvera , 

i° Que, si une surface convexe terminée par deux fig.aSG. 
contours ABC , DEF , est enveloppée par un autre 
surface quelconque terminée aux mêmes contours, 
la surface enveloppée' sera la plus petite des deux. 
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fig.257. 2 Que, si une surface convexe AB est enveloppée 
de toutes parts par une autre surface MN, soit qu'elles 
aient des points , des lignes ou des plans communs , 
soit qu'elles n'aient aucun point de commun, la sur- 
face enveloppée sera toujours plus petite que la surface 
enveloppante. 

Car parmi celles-ci il ne peut 7 en avoir aucune 
qui soit la plus petite de toutes, puisque dans tous les 
cas on pourrait toujours mener le plan CD tangent 
à la surface convexe , lequel plan serait plus petit 
que la surface CMD ; et ainsi la surface GND serait 
plus petite que MN , ce qui est contraire à l'hypo- 
thesf que MN est la plus petite de toutes. Donc la 
surface convexe AB est plus petite que toutes celles 
qui l'enveloppent. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THÉORÈME. 

La solidité d'un cylindre est égale au produit 
de sa base par sa hauteur. 

fig. a58. Soit G A le rayon de la. base du cylindre donné, 
H sa hauteur; représentons par surf, CA la surface 
du cercle dont le rayon est CA ; je dis que la 
solidité du cylindre sera surf. CA x H. Car, si 
$urf CA X H n'est pas la mesure du cylindre donné * 
ce produit sera la mesure d'un cylindre plus grand 
pu plus petit. Et d'abord supposons qu'il soit la 
mesure d'un cylindre plus petit, par exemple, du 
cylindre dont CD est le rayon de la base et H la 
hauteur. ' 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD , un 

polygone régulier GHIP , dont les côtés ne rencon- 

♦10,4. trent pas la circonférence dont CA est le rayon * $ 

imagine* ensuit* un prisme droit qui ait pour base 1* 
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polygone 6H1P , et pour hauteur H , lequel prisme 
sera circonscrit au cylindre dont CD est le rayon de 
la base. Gela posé, la solidité du prisme* est égale à * 14. 
sa base GHIP, multipliée par la hauteur H ; la base 
GHIP est plus petite que le cercle dont CA est le 
rayon : donc la solidité du prisme est plus petite que 
surf. CAxH. Mais surf. CAxH est, par hypothèse < 
la solidité du cylindre inscrit dans le prisme ; donc 
le prisme serait plus petit que le cylindre : or , au 
contraire , le cylindre est plus petit que le prisme , 
puisqu'il y est contenu ; donc il est impossible que 
surf. CAxH soit la mesure du cylindre dont CD 
est le rayon de la base et H la hauteur ; ou, en termes 
plus généraux , le produit de la base d'un cylindre y 
par sa hauteur ne peut mesurer un cylindre plus 
petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer un cylindre plus grand: car, pour ne pas 
multiplier les figures , soit CD le rayon de la base du ' 
cylindre donné , et soit , s'il est possible surf CD X H 
la mesure d'un cylindre plus grand , par exemple , 
du cylindre dont CA est le rayon de la base et H la 
hauteur. 

Si on fait la même construction que dans le premier 
cas , le prisme circonscrit au cylindre donné aura 
pour mesure GHIP x H : Taire GHIP est plus fraude 
que surf. CD ; donc la solidité du prisme dont il 
s'agit est plus grande que surf 'CD X H : le prisme 
serait donc plus grand que le cylindre de même hau- 
teur qui a pour base surf CA, Or, au contraire, le 
prisme est plus petit que le cylindre , puisqu'il y est 
contenu ; donc il est impossible que la base d'un cy 
lindre multipliée par sa hauteur soit la mesure d'un 
cylindre plus grand. 

Don* enfin la solidité d'un cylindre est égale au 
produit de sa base par sa hauteur. 
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Corollaire I. Les cylindres de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases, et les cylindres de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

Corollaire IL Les cylindres semblables sont comme 
les cubes des hauteurs , ou comme les cubes des dia- 
mètres des bases. Car les bases sont comme les quarrés 
de leurs diamètres ; et' puisque les cylindres sont 
semblables , les diamètres des bases sont comme les. 
♦déf. 4. hauteurs*: donc les bases sont comme les quarrés 
des hauteurs ; donc les bases multipliées par les hau- 
teurs, ou les cylindres eux-mêmes, sont comme les 
cubes des hauteurs. 

Scholie. Soit R le rayon de la base d'un cylindre , 
* ia, 4. H sa hauteur , la surface de la base sera w R a * , et la 
solidité du cylindre sera % R a X H , ou ic R a H. 

PROPOSITION IL 

LE MME. 

La surface convexe d'un prisme droit est égale 
aupèrimetre de sa base multiplié par sa hauteur. 
fig. a5a. Car cette surface est égale à la somme des rectangles 
AFGB , BGHC , CHID , etc. dont elle est composée : 
or les hauteurs AF , BG , CH , etc. de ces rectangles 
sont égales à la hauteur du prisme ; leurs bases AB , 
BC , CD , etc. prises ensemble , font le périmètre de la 
base du prisme. Donc la somme de ces rectangles ou 
la surface convexe du prisme est égale au périmètre de 
sa base multiplié par sa hauteur. 

Corollaire. Si deux prismes droits ont la même 
hauteur, les surfaces convexes de ces prismes seront 
entre elles comme les périmètres de leurs bases. 
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PROPOSITION III. 

LEMHE. * 

La surface convexe du cylindre est plus grande 
que la surface convexe de tout prisme inscrit, 
et plus petite que la surface convexe de tout 
prisme circonscrit. 

Car la surface convexe du cylindre et celle du fig. *52. 
prisme inscrit ABCDEF peuvent être considérées 
comme ayant même longueur, puisque toute section 
faite dans l'une et dans l'autre parallèlement à ÀF 
est égale à AF ; et si pour avoir les largeurs de ces 
surfaces on les coupe par des plans parallèles à la 
base ou perpendiculaires à l'arête AF, les sections 
seront égales, l'une à la circonférence de la base, 
l'autre au contour du polygone ABCDE plus petit 
que cette circonférence : donc', puisqu'à longueur 
égale la largeur de la surface cylindrique est plus 
grande que celle de la surface prismatique , il s'en- 
suit que la première surface est plus grande que la 
seconde. 

Par un raisbnnement entièrement semblable on fi g . 2 53. 
prouvera que la surface convexe du cylindre est 
plus petite que celle de tout prisme circonscrit 

BCDKLH. 

* 

PROPOSITION IjV. 



A 



THEOREME. 



La surface convexe d'un cylindre est égale à 
la circonférence de sa base multipliée par sa 
hauteur. 

Soit CA le rayon de la base du cylindre donné, fig.a5l. 
H sa hauteur ÎÊk on représente par cire. G A la 
circonférence cfÊt a pour rayon CA , je dis que 
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cire. C A X H sera la surface convexe de ce cylindre. 
Car, si on nie cette proposition, il faudra que cire. 
C A X H soit la surface d'un cylindre plus grand ou 
plus petit ; et d'abord supposons qu'elle soit la sur* 
face d'un cylindre plus petit , par exemple , du cy- 
lindre dont CD est le rayon de' la base et H la hau- 
teur» 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD un 
polygone régulier GHIP , dont les certes ne rencon- 
trent pas la circonférence qui a CA pour rayon ; ima- 
ginez ensuite un prisme droit qui ait pour hauteur 
H, et pour base le polygone GHIP. La surface con- 
vexe de ce prisme sera égale au contour du polygone 

♦ 2. GHIP multiplié par la hauteur H * : ce contour est 

plus petit que la circonférence dont le rayon est 
CA ; donc la surface convexe du prisme est plus petite 
que cire. CAxH. Mais cire. CAxH est, par hypo- 
thèse, la surface convexe du cylindre dont CD est le 
rayon de la base, lequel cylindre est inscrit dans le 
prisme ; donc la surface convexe du prisme serait plus 
petite que celle du cylindre inscrit. Or, au contraire, 

* 3* elle doit être plus grande * ; donc l'hypothèse d'où 

l'on est parti est absurde : donc, i° la circonférence 
de laMase d'un cylindre multipliée par sa hauteur 
ne peut mesurer la surface convexe d'un cylindre 
plus petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer la surface d'un cylindre plus grand. Car, 
pour ne pas changer de figure , soit CD le rayon de 
la base du cylindre donné, et soit, s'il est possible, 
cire, CD x H la surface convexe 4'un cylindre .qui , 
avec la même hauteur, aurait pour base un cercle 
plus grand, par exemple, le cercle dont le rayon est 
CA. On fera la même construction que dans la pre- 
mière hypothèse , et la surface qawexe du prisme 



sera toujours égale au contour d^P>lygone GHIP 
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multiplié par la hauteur H. Mais ce contour est plus 
grand que cire. CD ; donc la surface du prisme serait 
plus grande que cire. CD X H , qui , par hypothèse , 
est la surface du cylindre de même hauteur dont CA 
est le rayon de la base. Donc la surface du prisme 
serait plus grande que celle de ce cylindre. Mais, 
quand même le prisme serait inscrit dans le cylindre , ' 
sa surface serait plus petite que celle du cylindre*} +3* 
à plus forte raison est-elle plus petite lorsque le 
prisme ne s'étend pas jusqu'au cylindre. Donc la se- 
conde hypothèse ne saurait avoir lieu ; donc 2° la 
circonférence de la base d'un cylindre multipliée par 
sa hauteur ne peut mesurer la surface d'un cylindre 
plus grand. 

Donc enfin la surface convexe d'un cylindre est 
égale à la circonférence de sa base multipliée par sa 
hauteur. 

PROPOSITION V. 

THEOREME. 

La solidité d'un cône est égale au produit de i 

sa base par le tiers de sa hauteur. 

Soit SO la hauteur du cône donné, AO le rayon fig.2%. 
de la base; si on désigne par surf. AO la surface de 
la base, je dis que la solidité de ce cône sera égale à 
surf. AOXySO. 

En effet, supposons i° que surf. AOx^SO soit la 
solidité d'un cône plus grand, par exemple du cône 
dont SO est toujours la hauteur, mais dont OB, plus 
grand que AO , est le rayon de la base. r / 

An cercle dont le rayon est AO circonscrivez un 
polygone régulier MNPT qui ne rencontre pas la 
circonférence dont le rayon est OB*; imaginez en- *xo, *. 
suite une pyramide qui ait pour base le polygone 
«t pour sommet le point S. La solidité de cette py- 
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♦19,6. ramide* est égale à Taire du polygone MNPT mul- 
tipliée par le tiers de la hauteur SO. Mais le poly- 
gone est plus grand que le cercle inscrit représenté 
par surf. AO ; donc la pyramide est plus grande 
unie surf. AO X jSO , qui , par hypothèse , est la me- 
sure du cône dont S est le sommet et OB le rayon de 
fa base. Or, au contraire, la pyramide est plus petite 
que le cône, puisqu'elle y est contenue; donc i° il 
est impossible que la base d'un cône multipliée par 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d'un cône plus 
grand. 

Je dis 2 que ce même produit ne peut être la me- 
sure d'un cône plus petit. Car, pour ne pas changer 
de figure , soit OB le rayon de la base du cône don- 
né , et soit , s'il est possible , surf OB x }SO la solidi- 
té du cône qui a pour hauteur SO et pour base le 
cercle dont AO est le rayon. On fera la même con- 
struction que ci,- dessus, et la pyramide S MNPT, 
aura pour mesure l'aire MNPT multipliée par jSO. 
Mais l'aire MNPT est plus petite que surf OB ; donc 
la pyramide aurait une mesure plus petite que surf 
OB X jSO, et par conséquent elle serait plus petite que 
le cône dont AO est le rayon de la base et SO la hau- 
teur. Or , au contraire , la pyramide est plus grande 
que le cône, puisque le c8ne y est contenu : donc 2 
il est impossible que la base d'un cône multipliée par 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d'un cône plus 
petit. 

Donc enfin la solidité d'un cône est égale au pro- 
duit de sa base par le tiers de sa hauteur. f 

Corollaire. Un cône est le* tiers d'un cylindre de 
même base et de même hauteur ; d'où il suit , 

i° Que les cônes d'égales hauteurs sont entre eux 
comme leurs bases ; 

2 Que les cônes de bases égales sont entre eux 
comme leurs hauteurs. 
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3° Que les cônes semblables sont comme les cubes 
des diamètres de leurs bases , ou comme les cubes de 
leurs hauteurs. 

Scholie. Soit R le rayon de la base d'un cône , H 
sa hauteur; la solidité du cône sera tcR*x*H ou 
yitR a H. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

Le cône tronqué ADEB , dont OA , DP sont fi g . a Co. 
les rayons des bases et PO la hauteur y \q pour 

mesure fie. OP. (ÂO+DP + AO x DP)- 

Soit TEGH une pyramide triangulaire de même 
hauteur que le cône SÀB , et dont la base FÔH soit 
équivalente à la base du cône. On peut supposer que 
ces deux bases sont placées sur un même plan ; alors 
les sommets S et T seront à égales distances du plan 
des bases, et le plan EPD prolongé fera dans la pyra- 
mide la section IKL. Or je dis que cette section IKL 
est équivalente à la base DE ; Car les bases AB, DE, 
sont entre elles comme les quarrés des rayons AO , 
DP*, ou comme les quarrés des hauteurs SO , SP; *«,4. 
les triangles FGH , IKL , sont entre eux comme les 
quarrés de ces mêmes hauteurs*; donc les cercles *x5>ô. 
AB,DE, sont entre eux comme les triangles FGH, 
IKL. Mais , par hypothèse, le triangle FGH est équi- 
valent au cercle AB; donc le triangle IKL est équiva- 
lent au cercle DE. 

Maintenant la base AB multipliée par fSO est la 
solidité du cône. SAB, et là base FGH multipliée par 
f SO est celle de la pyramide TFGH; donc, à cause 
des bases équivalentes , la solidité de ta pyramide est' 
égale à celle du cône. Par une raison semblable, la 
pyramide TIKL est {équivalente au cône SDE ; donc 
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le tronc de cône ADEB est équivalent au tronc de 
pyramide FGHIKL. Mais la base FGH , équivalente 
au cercle dont le rayon est AO , a pour mesure 

w x ÂÔ ; de même la base IKL = w X DP , et la 

moyenne proportionnelle entre ic X AP et it X DE 
est tc X AO x DP ; donc la solidité du tronc de pyra- 
mide^, ou celle du tronc de cône , a pour mesure ^OP x 
*»o,6. (iuxÂÔ a +^xDP+wxAOxDP)%quiestlamêm€ 

chose que \tc X OP x (ÔA + DP + AO X DP). 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. 

La surface convexe d'un cône est égale à la 
circonférence de sa base multipliée par la moi- 
tié de son c<}té. 
fig. 359. . Soit AO le rayon de la base du cône donné, S soi) 
sommet , et SA son côté ; je dis que sa surfoce sen 
cire. AOX7SA. Car soit, s'il est possible , cire. AO x 
-SA, la surface d'un cône qui aurait pour sommet 1< 
point S et pour base le cercle décrit du rayon OB plu 
- grand que AO. 

Circonscrivez au petit cercle un polygone réguliei 
MNPT , dont les côtés ne rencontrent pas la cir 
conférence qui .a pour rayon OB ; et soit SMNPT 
la pyramide régulière, qui aurait pour base le poly 
gone , et pour sommet le point S. Le triangle SMN 
l'un de ceux qui composent la surface convexe de l 
pyramide, a p*ur .mesure sa base MN multipliée pa 
la moitié de la hauteur SA , qui est en même temp 
le côté dit cône donné ; cette hauteur étant égal 
dans tous ks autres triangles SNP , SPQ , etc. , ! 
s/ensuit que la surface convexe de la pyramide e< 
égale au contour MN PT M , multiplié par -SA 
Mais le contour MNPTM, est plus grand qii 
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cire. AO; donc la surface convexe de la pyramide est 
plus grande que cire. *AQ x 7S A , et par conséquent 
plus grande que la surface convexe du cône qui avec 
le même sommet S aurait pour base le cercle décrit 
du rayon OB» Or, au contraire, la surface convexe 
du cône est plus grande que celle de la pyramide ; 
car si on adosse base à base la pyramide à une pyra- 
mide égale , le cône à un cône égal ; la surface des 
deux cônes enveloppera dé toutes parts la surface des 
deux pyramides ; donc la première surface sera plus 
grande que la seconde*, donc la surface du cône est»*lem.a. 
plus grande que celle de la pyramide qui y est com- 
prise. Le contraire était une suite de notre hypothèse ; 
donc cette hypothèse ne peut avoir lieu : donc i° la 
circonférence de la base d'un cône multipliée par la 
moitié de son côté ne peut mesurer la surface d'un 
cône plus grand. 

Je dis 2° que le même produit ne peut mesurer 
la surface d'un cône plus petit. Car soit BO le rayon 
de la base du côté donné, et soit, s'il est possible, 
cire. BOx^SB la surface du cône dont S est le 
sommet, et AO, plus petit que OB, le rayon de la v 
base. 

Ayant fait la même construction que ci-dessus, 
la surface de la pyramide SMNPT sera toujours 
égale au contour MNPT multiplié par ^SA. Or le 
contour MNPT est moindre que cire. BO, SA est 
moindre que SB ; donc par cette double raison la. 
surface convexe de la pyramide est moindre que cire. 
BO X -SB , qui , par hypotkeèe , est la surface du c^jie 
dont-AO est le rayon de la base; donc la surface de 
la pyramide serait plus petite que celle du cône in- 
scrit. Or, au contraire, elle est plus grande; car en 
adossant base à, base la pyramide à une pyramid^ 
égale j le cône à un cône égal, la surface des deux 
pyramides enveloppera telle des deux cônes , et par 
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conséquent sera la plus grande. Donc a° il est impos- 
sible que la circonférence 4 e 1* base d'un cane donné 
multipliée par la moitié de son côté mesure la surface 
d'un cône plus petit. 

Donc enfin la surface convexe d'un cône est égale 
à la circonférence de sa base multipliée par la moitié 
de son côté. 

Scholie. Soit L le côté d'un cône, \R le rayon de 
sa base, la circonférence de cette base sera 2irR, 
et la surface du cône aura pour mesure 2tcR x 7L , 
ou 71 RL. 

PROPOSITION VIII. 

THÉOREMS. 

ûgi a6i. La surface convexe du tronc de cône ÀDEB est 
égale à son côté AD multiplié par là demi-somme 
des circonférences de ses deux bases AB , DE. 

Dans le plan SAB qui passe par l'axe SO , menez 
perpendiculairement à SA la ligne AF, égale à la 
circonférence qui a pour rayon AO ; joignez SF , et 
menez DH parallèle à AF. 

A cause des triangles semblables S AO , SDC , on 
aura AO : DC :: SA : SD; et à cause des triangles 
semblables SAF, SDH, on aura AF:DH::SA:SD; 

*n,4. donc AF:DH:: AO:DC, ou :: cire. AOicirc. DC*. 
Mais par construction AF=c#>c. AO; donc DH = 
cire. DG. Cela posé , le triangle SAF , qui a pour 
mesure A F X 7SA, est égal à la surface du cône 
SAB qui a pour mesure cige. AO X -SA. Par une rai- 
sin semblable le triangle SDH est égal à la surface 
du cône S DE. Donc la surface du tronc ADEB 
est égale à celle du trapèze ADHF, Celle - ci a pour 

«7,3. mesure* AD X ( AF + DH ) ; donc, la surface du 
tronc de cône ADEB est égale à son côté AD mul- 
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tiplié par la demi-somme des circonférences de ses 
deux bases. 

* t 

■* 1 

Corollaire. Par le point I, milieu de AD, menez 
ÏKL parallèle à AB , et IM «parallèle à ÂF- on dé- 
montrera comme x&rdessus que ÏSItt=±cir<o. IK. Mais 
le tnlpezeADHF:=ADxIM»ADkcm?. IK. Donc 
on peut -dire encore .que la sur/ace d'un tronc, de 
cône est égale àspn côté multiplié par la circonfé*. 
rence d'une section Jaite à égale, diff&nce des deux 

bases. » . . . \ — ( , 

Scholie. Si une ligne AD,, située tout entière 
d'un même côté de la ligne OÙ et dans le même 
plan, fait une révolution autour de OC, la sur- 
face décrite par AD aura pouf mesure AD x' 

( cfre - AO +, q>e - Pé ), ou. AD.xcfrc IK; les lignes 
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ÀO, DC, IK, étant des • pet^endieulaû'es abais- 
sées des extrémités et dû »aili0u.dfc la ligne AD sur 
l'axe OG. - •-> •• •>" , • 

Car si on prolonge AD et OC jusqu'à leur ren- 
contre mutuelle en S, il est «Uti^que la surface dé~» 
crite par. AD est celle d'un cône troriqu4 dont AO 
et DC sont le» rtfyotfs des basés , le cône entier ayante 
pour sommet le point. S. Donc cette surface aura la 
mesure mentionnée. . 

Cette mesure aurait toujours tien* quand même Je. 
point D tomberait en S, ce qui donnerait un cône 
entier, et aussi quand la ligne AD serait parallèle à 
Taxe, ce qui donnerait un cjUndre. Dans le premier 
cas DC serait nulle , dans 1» second DC serait égale à 
AOetàlK, 
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PROPOSITION IX. 

%» S A M JS* 

&>*V?/tf AB, BC, CD .plusieurs côtés* Successifs 
d'un polygone régulier, O jon centre 9 et OI /<? 
rtzyoa dis* cm>fe inscrit; si on suppose qlte la 
portion de polygone ABCD , située tout entière 
d'un même côté du diamètre FG, fasse une ré- 
volution autour de ce diamètre , la surface dé- 
crite par ABCD aura pour mesure MQ.x cire. 
OI , MQ efcwtf la hauteur de cette surface ou la 
partie de F axe comprise entre les perpendicu- 
laires extrêmes ' AM , DQ. 

le point I étant milieu de AB , et IK étant une 
perpendiculaire à Taxe abaissée dû point I, la sur- 
g. face décrite par AB atira pour mesure* AB x cire. IK*. 
Menez AX parallèle à l'axe , les triangles ABX , OIK , 
auront les côtés perpendiculaires chacun à cjiacun , 
«avoir OI à AB, IK à AX, et OK à BX; donc ces 
triangles sont seirtblablesf et donnent ïa proportion 
AB:AX oa MM:: OI:IK, au :: cire. OI : cire. IK; 
dette AB X cire. IKœMN X oir& OI. D'où l'on voit 
que 4a surface décrite par AB est égale à sa hauteur 
MN multipliée par la circonférence 4u cercle inscrit. 
De même la surface décrite par BG , =sNP X cire. OI , 
k surface décrite par ÇD,=PQxctrc. OL Donc la 
surface décrite ^pac la portion de polygone ABCD, 
a poor mesure (MN4-NP+PQ) X arc. OI , ou 
MQ xcirc*Qli donc elle est égaie à sa hauteur multi- 
pliée par la circonférence du cercle inscrit. 

Corollaire. Si le polygone entier est d'un nombre 
de côtés pair> et que l'axe FG passe par deux som- 
mets opposés F et G, la surface entière décrite par la 
révolution du demi-polygone F ACG sera égale à son 
axe FG multiplié par la circonférence du cercle inscrit. 
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Cet axe FG sera en même temps le diamètre du cercle 
circonscrit. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

"1 * - 

1 

La surface de la sphère est égale à son dia- 
mètre multiplié par la circonférence d'un grand 
cercle. . 

Je dis i° que le' diamètre d'une sphère, multiplie 
par la circonférence de son grand cercle, ne peut 
mesurer la surface d'une sphère plus grande. Car 
soit, s'il est possible, ABxrirc. AG la surface de la fig 264. 
sphère qui a pour rayon CD. 

Au cercle dont le rayon est CA, circonscrive^ un 
polygone régulier d'un nombre pair de côtés qui ne 
rencontre pas la circonférence' dont CD est le rayon ; 
soient M et S deux sommets opposés dé ce polygone ;' 
et autourdu diamètre MS faites tourner le demi-pp- > 
lygone M PS. La surface décrite par ce polygone aura * 
pour mesure MSx'ciatJ AC* : mais MS est plus grand *9- 
que AB ; donc îa surface décrite par le polygone est 
plus grande que A B X cire. AC , et par conséquent 
jflûs grande que là surface de la sphère dont le rayon 
est CD. Or, au contraire, la surface de la sphère est 
plus grande que la'surface décrite par le polygone, 
puisque la première enveloppe là seconde de toutes 
parts. Donc î û le diamètre d'une sphère multiplié par 
la circonférence dé son grand cercle ne peut mesurer 
îa surface d'une sphère plus grand'e. 

Je dis 2 que ce même produit ne peut mesurer 
la surface d'une sphère plus petite. Car soit , s'il est 
possible, DExfciVc; CD la surface de la sphère qui a 
pour rayon t!A. On fera la même construction que 
dans lé premier cas, et là surface du solide engendré 
par le polygone sera toujours égale k MS x cire. AC. 

*7- 
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Mais MS est plus petit que DE, et cire. ÂC plus petite 
que cire. CD ; donc, par ces deux raisons, k surface 
du solide décrit par le polygone serait plus petite que 
DEx cire. CD, et par conséquent plus petite que la 
surface de la sphère dont le rayon est AC. Or, au 
contraire, la surface décrite par le polygone est plus 
grande que la surface de la sphère dont le rayon est 
AC , puisque la première surface enveloppe la seconde; 
donc 7 2° le diamètre d'une sphère multiplié par la cir- 
conférence* de son grand cercle ne peut être la mesura 
de la surface d'une sphère plus petite. 

Donc la surface de la sphère est égale à son dia- 
mètre multiplié par la circonférence de son grand 

cercle. 

Corollaire. La surface du grand cercle se mesure 
çn multipliant sa circonférence par la moitié durayon- 
ou le quart du diamètre ; donc la sur/ace de la sphère- 
esc quadruple de celle d'un grand cercle. 

Scholie. La surface de la sphère étant ainsi mesurée, 
et comparée à des surfaces planes, Usera facile d'avoir 
la valeur absolue des fuseaux et triangles sphériques 
dont on a déterminé ci-dessus le rapport avec la sur- 
face entière de la sphère. --«»..,.. 

D'abord le fuseau dont l'angle est A. est à la surface 
de la sphère comme l'angle A est 4 quatre angles, 
droits*, ou comme l'arc de grand cerclée qui mesure, 
l'angle A est à la circonférence de ce «même grand 
cercle. Mais la surface de la sphère ept pgale à cette 
circonférence multipliée par le diamètre^ donc la 
surface du fuseau est égale à l'arcqui mesure l'angle 
de ce fuseau multiplié par le diamètre. , . i 

. En second lieu tout triangle . spbéri'que est équi- 
valent à un fuseau dont l'angle est «gai à la moitié de 
l'excès de la somme de ses trois angles sur deux. 
*a3,7. angles droits*. Soient donc P, Q, .&, les arcs de. 
grand cercle qui mesurent les trois angles du trian- 
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gle ; soit C la circonférence d'un grand cercle , 
et» D son diamètre ; le triangle sphérique sera 
équivalent au fuseau dont l'angle a pour mesure 

i- , et par conséquent sa surfile™ sera 

d x e+Q+»-g ). 

Ainsi, dans le cas du triangle tri -rectangle, cha- 
cun des arcs P, Q, R, est égal à jG, leur somme 
est {G, l'excès de cette somme sur j-C est jC, et la 
moitié de cet excès =|C ; donc la surface du triangle 
tri-rectangler=£CxD, ce qui est la huitième partie 
de la surface totale de la sphère. 

La mesure des polygones sphériques suit immédia- 
tement de celle des triangles , et d'ailleurs elle est 
entièrement déterminée par la prop. xxiv , liv. vu , 
puisque l'unité de mesure, qui est le triangle tri- 
rectangle , vient d'être évaluée en surface plane. 

PROPOSITION XL 



Li S XÈ> H B. 
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Les mêmes choses étant supposées que dans la fig-af>3. 
proposition rx , si de plus le point F , extrémité 
de Faxe, est un des sommets du polygone, et 
qu'on ait FK<EO; je dis que la surface engen- 
drée par la portion de polygone FAI , compo- 
sée de plusieurs côtés entiers FA et d'un demi- 
côté AI , est moindre que FK x cire. OI. 

Car la surface décrite par la partie FA a pour me- 
sure *. FM X cire. OI , et la surface décrite par le demi- * 9. 
côté AI a pour mesure* AI X (±circ. AM-f- 7 cire. IK) : * s. 
or AM est plus petit que IK, puisque FK est moindre 
que FO ; donc la surface décrite par AI est moindre 
que AI X cire. IK ou son égale MK x cire. OI ; donc la 
surface entière décrite par FAI est moindre que FM 
X cire. OI + MK x cire. OI , ou FK X cire. OL 
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PROPOSITION XIL 

THEOREME. 

La surface d'une zone sphêrique quelconque 
est égale à la hauteur de cette zone multipliée . 
par la circonférence d'un grand cercle. 
fig. s 7 x. Soit d'abord AB un arc moindre ou non plus grand 
que le quart de circonférence, et soit menée BD 
perpendiculaire sur le rayon AC ; je dis que la zone 
décrite par la révolution de Tare ÀB autour de AC 
a pour mesure AD X cire. AC. 

Car supposdhs d'abord que cette zone ait une me. 
sure plus grande, et soit, s'il est possible , cette mesure 
=DE X cire. AC. Circonscrivez à l'arc AB une portion 
de polygone régulier Bxjrzuqui ne rencontre pointl'arc 
décrit du rayon CE , et qui soit composée de plusieurs 
côtés entiers uzyx> suivis d'un demi-côté Bx (i) : cela 
posé, la surface décrite par le polygone Bxyzu , tour- 
* h. nant autour de Du, est moindre que Du X cire. AC* , 
et à plus forte raison moindre que DE X cire. AC , qui , 
par hypothèse , est la mesure de la zone décrite par 
AB. Donc la surface décrite par le polygone serait 
moindre que la surface décrite par l'arc inécrit : or, 
au contraire , la première surface e&t plus grande que 
la seconde, puisqu'elle l'enveloppe de toutes parts; 
donc l'hypothèse d'où l'on est parti ne saurait sub- 
sister ; donc i° la mesure d'une zone sphêrique ne 
peut être plus grande que la hauteur de cette zdne 
multipliée par la circonférence du grand cercle. 

Jeudis en second lieu que la mesure d'une zone 
sphêrique ne peut être plus petite que là hauteur de 
cette zone multipliée 4 par la circonférence d'un grand 

(i) Ces deux condition* seront remplies si l'on diyise Tare ÀB en un 
nombre impair de .parties égale* , dont l'une Km soit moindre que AT , 
déterminée par la tangente ET menée pat le 'point'K. 
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cercle; car supposons qu'il s'agit de la zone décrite 
par l'arc FE , et soit , s'il est possible, la mesure de cette 
zone = GE x cire. AC, plus petite que GE cire. CE. 
Inscrivez dans Parc EF une portion de polygone régu- 
lier EMNF , dont les côtés ne rencontrent pas l'arç 
décrit du rayon C A , et abaissez CI perpendiculaire 
sur le côté EM. La surface décrite par le polygone ÉOF 
aura pour mesure EG Xcirc. CI*, plus grande que *» 
EG X cire. CA, qui, par hypothèse, est la mesure de 
la zone décrite par l'arc FE. Doac la surface décrite 
par le~polygone FOE serait plus grande que la zone 
décrite par l'arc circonscrit FE : or, au contraire, la 
seconde surface est plus grande que la première, puis- 
qu'elle l'enveloppe de toutes parts. Donc a° la mesure 
d'une zone sphériipie 9e peut être moindre que la 
hauteur de cette zone multipliée par la circonférence 
d'un grand cercle. 

Il suit de là que la zone décrite par Farc DF a pour fig. 2». 
mesure ODxcircJ DC, au -moins tant que l'arc DF 
n'excède pas le quart de la circonférence. Mais la 
sphère entière composée des deux zones décrites par 
les arcs DF, FE, à pour mesure DExcirc. DC, ou 
OD X cire. DC -f- OE X cire. DC ; donc puisque OD 
Xcirc. DC est égale à la zone décrite par l'arc DF* 
il faudra que OE X cire. DC soit égale à la zone décrite 
par l'arc FE plus grand que le quart dé circonférence, 
donc toute*zohe à une base a pour mesure sa hauteur 
multipliée par la circonférence d'un grand cercle; 

Considérons enfin une zone quelconque décrite 
par la révolution de l'arc FH autour de l'axe DE, 
et soient abaissées sûr l'axe les deux perpendiculaires 
FO, HQ. La zone décrite par l'arc DF a pour me- » 
sure DO Xcirc. DC : la zone décrite J)àr l'arc DH a 
pour mesura DQ xcirc. DC :. dexoé, }a différence de 
ces deux zones ou la zone décrite par l'arc FH a 
pour mesure (DQ*— DO) X cire. DÇ bu OQ X cire. DC 



«i 



264 GiottéTRfg. 

Donc toute zone sphérique , à une ou à deux bases, 
a pour mesure la hauteur de cette zone multipliée par 
la circonférence >d'un grand cercle. ' 

Corollaire. Deux zones (sont entre eOe? comme leurs 
hauteurs, et une zone quelconque esta la surface de 
la sphère comme la hauteur de la zone est au diamètre; 

PROPOSITION XÎII. 



TfiBOli^KE. 



fig. »66 Si le triangle BAC et le rectangle BCEF de 

I et 267.- ■ ' O. 

même base et de même hauteur tournent simul- 
tahèment autour de Va base commune BC, le so- 
lide décrit par la révolution du triangle sera le 
tiers du cylindre décrit par. la révolution du 
rectangle. 

fig. 266. Abaissez sur-Faxè la perpendiculaire AD» le cône 
décrit par .le triangle: ABD est le tiers 'dû, cylindre 
*5. décrit par le rectangle AFBD*,de même le cône 
décrit par le triangle ADG est le tiers, 4» cylindre 
décrit par le rectangle AJDCE; donc la somme des 
£eux cônes ou le solide décrit par A£C. e$t le tiers 
de la somme des deux cylindres pu du cylindre décrit 
par le rectangle BCEF. . ; 

fig. 267. Si la perpendiculaire AD tombait au- dehors- du 
triangle, alors le solide décrit par ABC serait la 
différence, des- cônes, décrits par ABD et AÇD ; mais 
en même temps le cylindre décrit par BCEF serait 
la différence des cylindres décrias par AFBD, AECD. 
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera 
toujours le tiers du cylindre décrit par la f évolution 
I (Ju rectangle de même base et de même hauteur. 

|: Scholie. Le .cercle cjbnt AD est Je rayon a: pour 

surface tc x AD j ckmc> ic X AD X BC est la* mesure du 

cylindre décrit pai? #C%t , et ffc X XB'X BC est celle 
du solide décftt pallie triangle ABC/ 
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PROPOSITION XIV. 



PROBLEME. 



, Le triangle C AB étant supposé faire une révo- fig. aGS. 
hition autour de la ligne CD , menée comme on 
voudra hors du triangle par son sommet C , trou- 
ver la mesura dû solide ainsi engendré. 

Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre 
Taxe CD en D, ; des points A et B abaissez sur l'axe 
les perpendiculaires Aflf , BN. 

Le solide décrit par le triangle ADC a pour me- 

sure* j7rx AMxCD; le solide décrit par le triangle *i3. 

CBD a pour mesure. jir x BN X CD ; donc la diffé- 
rence de ces solides ou le solide décrit par ABC aura 

pour mesureur. (aM-^-BN ) X c ^- 

On peut donner à cette expression une autre forme. 
Du point I , milieu de AB , menez IK perpendiculaire 
à CD, et par lé point B menez BO parallèle à CD, 
on aura AM + BN == 2IK* et AM — BN == AO ; donc * 7, 3. 

(AM+BN) x (AM— BN), ou ÂM— BNWalKx 
AO*. La mesure du solide dont il s'agit é?t donc *io, 5. 
exprimée aussi par jtcxIKxAOxCD. Mais si on 
abaisse CP perpendiculaire sur AB , les triangles ABO , 
DCP, seront semblables, çt donneront la proportion 
AO : CP : : AB : CD ; d'où résulte AO x CD =CP X 
AB; d'ailleurs CP*xAB est le double de l'aire du 
triangle ABC ; ainsi on a AO x CD = 2 ABC ;. donc 
le solide décrit par le triangle ABC" a aussi pour ' 
mesure ~it x AjJC x Kl ^ ou , ce qui est la même chose ,' 
ABC X^circ. Kl; (car cire. IK=2ir. IK). Donc le 
solide décrit par la révolution du triangle ABO, a 
pour, mesure Votre de ce triangle multipliée- par les 
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deux tiers de la circonférence que décru le point I 
milieu de sa base. 
fif.269* Corollaire. Si le côté AC=CB, la ligne CI sera 
perpendiculaire à AB, Paire ABC sera égale à ABx 
^CI , et la solidité ±k x ABC x IK deviendra jir x 
AB x IK X CI. Mais les triangles ABO , CIK , soqt 
semblables et donnent la proportion AB : BO ou 
MN :: CI : IK ; donc AB x IK=MN x CI ; donc le 
solide décrit par le triangle isoscele ABC aura pour 

mesure |nr x MN x CI. 

Scholie. La démonstration précédente parait sup- 
poser que la ligne AB prolongée rencontre Taxe; 
mais les résultats n'en seraient pas moins vrais , quand 
la ligne AB serait parallèle à Taxé, 
fig. 170. En effet le cylindre décrit par AMNB a pour me- 
sure rc, AM. MN , le cône décrit par ACM=jir. AM. 

CM, et le cône décrit par BCNt=^.ÂM.CN. Ajou- 
tant les deux premiers solides et retranchant le 
troisième, on aura pour le solide décrit par ABC, 

w.lM. (MN+îCM— -iCN) : et puisque CN— CM 

. 1 a 

=MN, cette expression se réduit à w.AM.fMN, ou 

•f-ir.CP.MN, ce qui s'accorde avec les résultats déjà 
trouvés. 

PROPOSITION XV. 



THÉOREWE. 



fig, 263. Soient AB , BC , CD , plusieurs côtés successifs 
d'un polygone régulier, O son céhtre, et OI le 
rayon du cercle inscrit; si on imagine que le seo 
teur polygonal AOD, situé d'un même côté du 
diamètre FG , fasse une révolution autour de 
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ce diamètre, le solide décrit aura pour mesure 

~ 7c . OI . MQ , MQ étant la portion de Vaxe termi- 
née par les perpendiculaires extrêmes AM, DQ. 
En effet, puisque le polygone est régulier, tous 
les triangles AOB , BOC , etc. sont égaux et isosceles. 
Or, suivant le corollaire de la proposition précé- 
dente , le solide produit par le triangle isoscele AOB 

a pour mesure ~ir.OI.MN, le solide décrit par ie 

triangle BOC a pour mesure ~ w . 01 . NP, et le solide 

décrit par le triangle COD , à pour mesure { % . 01 ; 
PQ ; donc la somme de ces solides , ou le solide entier 
décrit par le secteur polygonal AOD, aura pour me- 
sure i ic . (H. (MN + NP 4- PQ) ou| v -QÏ. MQ. 

PROPOSITION XVI. 

• THÉORÈME. 

Tout secteur sphèrique a pour mesure la zone 
qui lui sert de base multipliée par le tiers du 
rayon, et la sphère entière a pour mesure sa 
surface multipliée par le tiers du rayon. 

Soit ABC le secteur circulaire qui , par sa révo^ fig.271. 
lution autour de AC , décrit le secteur çphérique ; la 
zone décrite par AB étant AD X cire. AC ou itz . AC . 
AD*, je dis que le secteur sphèrique aura pour me- * I2 . 

sure cette zone multipliée par j AC , ou \ w . AC . AD. 

En effet, i° supposons, s'il est possible, que cette A 

. ——a m 1 

quantité }^ ; AC.AD soit la mesure d'un secteur 
sphèrique plus grand, par exemple, du secteur sphè- 
rique décrit par le secteur circulaire ECF semblable 
À ACB. 

Inscrivez dans l'arc EF la portion de polygone 
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régulier EMNF dont les côtés ne rencontrent pas 
l'arc AB , imaginez ensuite que le secteur polygonal 
ENFC tourne autour de EC en même temps que le 
secteur circulaire ECF. Soit CI le rayon du cercle 
inscrit dans le polygone , et soit abaissée FG perpen- 
diculaire sur EC. Le solide décrit par le secteur 

*x5. polygonal aura pour mesure -f K& CI X EG * : or CI 
est plus grand que AC par construction , et FG est 
plus grand que AD : car, joignant AB, EF, les trian- 
gles EFG , ABD , qui sont semblables , donnent la 
proportion EG : AD :: FG : BD :: CF : CB ; donc EG 
>AD. 

• Par cette double raison $* X CI X EG est plus 

grand que jif x CA X AD : la première expressionest 
la mesure du solide décrit par le secteur polygonal, 
la seconde est par hypothèse celle du secteur sphé- 
rique décrit par le secteur circulaire ECF ; donc le 
solide décrit par le secteur polygonal serait plus 
grand que le secteur sphérique décrit par le secteur 
circulaire ECF.. Or, au contraire, le solide dont il 
s'agit est moindre que le, secteur sphérique , puisqu'il 
y est contenu; donc l'hypothèse d'où on est parti ne 
saurait subsister ; donc i° la zone ou base d'un secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon ne peut me* 
surer un secteur sphérique plus grand. 

Je dis 2° que le même produit ne peut mesurer un 
secteur sphérique plus petit. Car, soit CEF lo^ecteur 
circulaire qui par sa révolution produit le secteur 
sphérique donné , et supposons , s'il est possible , que 

jTC.CExEG soit la mesure d'un secteur sphérique 
plus petit, par exemple, de celui qui 'provient du 
secfbur circulaire ACB. ' 

La construction précédente restant la même, le 
solide décrit par le secteur polygonal aura toujours 
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pour mesure -tc. CI. EG. Mais CI est moindre que 

CE ; donc le solide est moindre que -x . CE . EG , qui 
par hypothèse , est la mesure du secteur sphérique 
décrit par lç secteur circulaire ACB., Donc le solide 
décrit par le secteur polygonal serait moindre que le 
secteur sphérique décrit par ACB i or, au contraire , 
le solide dont il s'agit est plus grand que le secteur 
sphérique, puisque celui-ci est contenu dans l'autre. 
Donc 2 il est impossible que la zone d'un secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon sôit la 
mesure d'un secteur sphérique plus petit. 

Donc tout secteur sphérique a pour mesure la zone 
qui lui sert de iase multipliée par letierà du rayon. 

Ub secteur circulaire ACB peut augmenter jus- 
qu'à devenir égal au demi -cercle ; àlôvs le secteur 
sphérique défctft par sa révolution est la àpherfc eii-\. 
tiere. Donc la solidité de la spkefe est égale à sa sut* 
face multipliée parle tiers de son rayon* 

Corollaire* Les» surfaces des sphères étant coihme> 
les quarrés de leurs rayons, ces. surfaces multipliées* 
par lès rayons sont comme lçs cubes des rayons** 
Donc les solidités < de deux sphères» sont comme' les 1 
cubes de leurs, rayons, ou comme Je$ cubes de leurs* 
diamètres. . . . \- . ."■'...■.: •': «: 

Scholie. Soit. R; te rayon d'une sphère, sa sûr- 
face sera 4^^% et sa solidité ^HJ^^R;, où %tcR*.- 
Si on appelle J) le,4i*nietre % en. aura R=|D v et 
R s = i D 3 9 donc la solicité, s'exprimera aussi par> 
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) . ... !./».•-« . » ■ . « 

THÉOREMBl '' ' 

" . ' '1 • ■ '»'»■# 

La surface dé la sphère est à la- surface totale 
du cylindre circonscrit {en y • comprenant ses 
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*i6. AE*; le solide décrit par le seetéur DCA:2=|7t. 

• • • • 

CB .' AF ; donc ta différence dé ces ilëux solides , ou le 

solide décrit par le. secteur DŒ^f^CB* (AF — 

AE) =1^. GB . EF. Mais le solMe <Mcrit par le trian- 

* l4 . gïe isoscele ÏKÏB a pouf mesure 7 rç. CLEF*; donc 
le solide décrit* pair le segment BIiïD = |TC. EF. 
(qjj Cl)- Or , dans le triangle rectangle CBI , 

1 , a a —a * ' 

on à GB~-.Cf2±:-BI'2s£BD.; r donôrle solide décrit 

, a 

par te segment BMïi aura pour mesure } * . EF . ± BD , 
ouï'w.'BD.ÉF. 
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THEOREME. 
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7b«£ segment de sphère, compris entiç deux, 
plans parallèles^ a^pour mesure Ja demi-somme 
de ses bases multipliée par su hauteur , plus la 
solidité de la sphère dont ceflfe même hauteur, 
est le diamètre. 

%. 273. Soient BE , BF , les- rayons dé» basés du segment , 

# EF sa hauteur ; de sorte que le segment soit produit 

par la révolution de l'espace 'circulaire BMDFE 

autour de Taxe FE. Le solide décrit par le seg- 

: V l8 ; ment BMD*==7^.BD.EF, le tronc de cône décrit 

♦ 6 . parletrape^eBDFE*=^.EF.(^ a 4: ^ + BE.i)F)5 
donc le segment de sphère qui est la, somme de ces 

deux solides==y^. EF. (2BE+2DFV2BE.DF+ BÎ)). 
mais, en menant BO parallèle à ÇF,,on aura DO= 

* 9 , 3. DF— BE, DO=ï)F— 2DF.BE+BE*, et par consé- 
quent BD=BO+ PO=EF + PF^- aflF x BE + BE. 
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* * 

Mettant cette valeur à la place de BD dans l'expres- 
sion du segment, et effaçant ce qui se détruit, on 
aura pour la solidité du segment 

£ic . EF • ( 3BË B + 3DF + BF ) , 
expression qui se décompose en deux parties ; l'une 

^.EF.(3BEh-3Df), ou EF . M'+»^ 
est la demi-somme des bases multipliée par la hauteur; 

l'autre ^ rc • EF représente la sphère dont EF est le 
diamètre * : donc tout segment de sphère , etc. *i4.sch. 

Corollaire. Si l'une des bases est nulle, le segment 
dont il s'agit devient un segment sphérique à une 
seule base ; donc tout segment sphérique à une base 
équivaut à la moitié du cylindre de même base et de 
même hauteur , plus la sphère dont cette hauteur 
est le diamètre* 

# 

Scholie général. 

Soit R le rayon de la base d'un cylindre , H sa 
hauteur ; la solidité du cylindre sera xR 1 xH,ou 
*R a H.. 

Soit R le rayon de la base d'un cône , H sa hauteur ; 
la solidité du cône sera tt R a x { H , ou jiç R a H. 

Soient A et B les rayons des bases d'un cône tron- 
qué , H sa hauteur ; la solidité du tronc de cône sera 
irH(A a -hB 1 4-AB). 

Soit R le rayon d'une sphère ; sa solidité sera 
^icR\ 

Soit R le rayon d'un secteur sphérique , H la 
hauteur de la zone qui lui sert de base ; la solidité 
du secteur sera jirR a H. 

Soient P et Q les deux bases d'un segment sphé- 
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rîque, H sa hauteur, la solidité de ce segment sera 

Si le segment sphérique n'a qu'une base P , l'autre 
étant nulle , $a solidité sera | PH -+- 1 w H \ 
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NOTE I. 

t 

Sur quelques noms et définitions. 

Uif a introduit dans cet ouvrage quelques expressions et 
définitions nouvelles qui tendent à dôhiter au langage géo- 
métrique plus d'exactitude et dé précision. Nous allons 
rendre compte dé ces' changements , et en proposer quel- 
ques autres qui pourraient remplir plus complètement les 
même.™. 

Dans la définition ordinaire Au parallélogramme rec- 
tangle et dNtquarré, on dit que les angles de ces figures sont 
droits ; il serait plus exact de dire que leurs angles sont? 
égaux. Car, «apposer que les quatre angles d'un quadrila- 
tère peuvent être droits* , et même 1 que les angles droits 
sont égaux estoc* eu»/ c'est supposer dés propositions qui 
ont besoin tfétru démontrées. On' éviterait cet inconvé- 
nient et plusieurs au4r*£ du mêntë gtenre , si , au lieu de 
placer les définitions , suivant l'usage , à k tête d'un livré , 
on le» distribuait dan* fe courant du livre \~ chacune' 4' ta 
place où «e qufalte' etfppoae est déjà démontré. 

I^mApmalèéktgMmttie, suivant son étyrhôlogie, signifie 
ligner parallèle*; ilT**ebttvièri*ï&splus àla figuré dé quatre 
côtés qu'à celitft desix , de huit , etc.*, ddnt les opposés' 
seraient parallèles^ lAi&èt pàràtlëlêpipede signifie de même 
plans pamUebts; il «e désigne pas plus le solide a six faces 
que ceux qkiiematiMefert huit , dix , etc. , dont lés opposées 
seraient parallèles. A parait donc que l'es* dénominations de' 
parallélogramme et de parallélépipède, qui d'ailleurs onf 
l'inconvénient d'être fort longues , devraient être bannies 
de la géométrie. • Xki pourrait leur substituer celles de 
rhombe et rhomboïde , qui sont b'&utdup plus commodes , 

18. 
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et conserver le nom de lozange au quadrilatère dont Ici 

côtés sont égaux. 

Le mot inclinaison doit être entendu dans Je même sens 
que celui d'angle f l'un; et l'autre t indiquent la manière 
d'être de deux lignes bu de deux plans qui se rencontrent , 
ou qui , prolongés , se rencontreraient. L'inclinaison de 
deux lignes est nulle lorsque l'angle est nul , c'est-à-dire 1 
lorsque les lignes sont parallèles ou coïncidentes. L'incli- 
naison est la plus grande lorsque l'angle est le plus grand , { 
ou lorsque les deux lignes font entre elles un angle très- ( 
obtus. La qualité de pencher est prise dans un sens diffé- | 
rent ; une ligne penche d'autant plus sur une autre qu'elle 
s'écarte plus de la perpendiculaire, à celle-ci. 

Euclide et d'autres auteurs appellent assez souvent trian- 
gles égaux des triangles qui ne sont çga,ux qu'çn surface , 
et solides égaux des solides qui ne sont égaux, qu'en solidité. 
Il nous a paru plus convenable d'appeler ces triangles ou. 
ces solides triangles ou solides éqw^Lfefits f e\ de réserver la 
dénomination de triangles égaux , solides égaux r kc&x% qui 
peuvent coïncider par la superposition. . . J , „ . . . 

Il est de php nécessaire de distinguer, dan» tes solides et 
les surfaces courbes «deux sortes, d'égalité qui. sont diffé- 
rentes* En effet 9 deux splide* , deux, angles* solides , deux 
triangles ou poljgqnes sphériqwt* *! jieowent-. être égaux 
dans, toutes leur s^parûe^, constituante*,, sans» -néanmoins 
coïncider par la superposition, II. ne paraît pas que cette 
observation ait été, faite dans les livres : d'éléments ; et ce- 
pendant , faute d'y avoiç égard , certaines .démonstrations 
fondées sur la .coïncidence, des figures Ae sont pas exactes. 
Telles sont les dém,pnsjtrati0ns par lesjquieUea plusieurs au- 
teurs prétendent prouver, l'égalité des. triangles spbéri- 
ques dans les mêmes cas et de la m&ne manière. que celle 
des triangles rectilignes : et on en vnjt sufrtoux un exemple 
frappant, lorsque Robert Sim#Qn.(*), «attaquant la démons^ 
tration de la prop. «yw, liv. xi , dfucUde , tombe lui- 
môme dans l'inconvénient de fonder sa.démeajsrration sur 



(i) Voyci l'ouTrag^.de cet *itt«*r , «titillée Euciidi* Ehmeniorum 

libri sex , etc. Gla?guae , ij56* » .,, 
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•une coïncidence qui n'existe pas. Nous avons donc cru de- 
voir donner un nom particulier à cette égalité qui n'en- 

-traîne pas la coïncidence ; nous l'avons appelée égalité par 
symméttie ; et les figures qui sont dans ce cas , nous les ap- 
pelons figures symmétriques. 

> Ainsi les dénomination* de figures égalés , figures symmé- 

- triques , figures' équivalentes , se rapportent à des choses 
différentes \ et ne doivent pas étrë*confbndues en une seuïe 
dénomination. 
Dans les propositions qui concernent les polygones , les 

* angles solides et les* polyèdres , nous avons exclus formel- 
lement ceux qui auraient des angles rentrants. Car , outre 

-qu'il convient de se bdrner dans tes éléments aux figures les 
plus simples , si cette exclusion n'avait pas Heu , certaines 
propositions oit ne seraient pas vraies* ou auraient besoin 
de modification. Nous nous sommes donc réduits à la con- 

* i • 

sidération de» lignes et des' surfaces que noti s appelons con- 
vexes , et qui sont telles qu'une ligne droite ne peut lès 
-couper en plus de 'deù'x points. 

Nous avons employé assez fréquemment l'expression 
produit de deux ou d'un plus grand nombre de lignes;' par 
où nous entendons le produit des nombres auxquels ces 
lignes sbnt égales , en les évaluant d'après une unité linéaire 
prise à volonté. Le sens de ce mot étant ainsi fixés & n 'y a 
aucune difficulté à en faire usage. OU 'ehttemîrait de même 
ce que signifie le produit d'une surface par une ligne , d'une 
surface par un solide y etc. : il suffit d'avoir établi une fois 
pour toutes que ces produits sont on doivent être consi- 
dérés comme des produits de nombres , chacun' de l'espèce 
quirm convient. Ainsi le produit d ; ùné surface par un solide 
n'est autre chose que le produit dfttt nombre d'unités su- 
perficielles par nn nombre d'unités solides. 
. Souvent , dans le discours , on se sert :<h* met angle pour 
désigner le point situé à son sommet : cette expression est 
vicieuse. Il serait plus clair et plus exact -de désigner par un 
nom; particulier, tel que celui de sommets , les points situés 
aux sommets des angles d'un polygone et d'un polyèdre. 
C'est ainsi qu'on doit entendre la dénomination de sommets 
d'un polyèdre dont nous 'avons fait usage. 
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Nous .avons suivi la définition ordinaire défigures rçcli- 
lignes semblables ; mais nous observerons qu'-elle confient 
trois conditions, superflues. Car , pour construire un poly- 
gone dont le nombre des côtés est h , ii faut .d'abord con- 
naître un côté , et ensuite avoir la position des, sommets des 
angj^s situés hors 4e ce c£té. Or , Je nombre de ces angles 
est »— % 9 et la position de chaque sommetexige deux don- 
nées ; d'où il suit qug le nombre total des données néces- 
saires pour construire un polygone de n côtés est x-f 1 *»— 4» 
ou %n — 3. Mais .dans Je polygone semblable il y a. un côté 
à volonté; ainsi le nombre xle conditions pour .qu'un poly- 
gone soit semblable à un polygone donné , est a«— 4. Or la 
définition ordinaire, exige ,. i° que les angles soient égaux 
chacun p. chacun , ce qui tait n conditions * a que les côtés 
homologues soient proportionnels , ce qui fait «r— 1 condi- 
tions. Il y a donc en tout %n -1- ? conditions. , ce qui fait trois 
de trop. Pour obvier à cet inconvénient; , on pourrait dé- 
composer la définition en deux autres ,. savoir : 

i° Deux triangles sont semblables , lorsqu'ils, ont deux 
angles égaux chacun à chacun* 

2 Deux polygones sont semblables lorsque cm peut former 
dans l'un et dans l'autre un même nombre de triangles sem- 
blables chacun à chacun et semblablçment disposés* 

Mais , pour que cette dernière. définition ne contienne 
pas cUe-meme de conditions superfme* ,. il faat que le 
. nombre des triangles soit égal au nombre des côtés du po- 
lygone raqinsdenx j ce qui peut avoir lieu de deux manières. 
On peut mener de, deux angles homologues des diagonales 
aux angles, Qpposés t alors tous tes triangles Cormes dams 
chaque polygone, auront un sommet, commun, et leur somme 
sera, égale au polygone ; ou bien on peut supposer que tous 
les triangles formés dan* un polygone, ont pour base com- 
mune un çôi4 du polygone , et pour sommets ceux des dif- 
férents angles apposés à cette base* Dans l'an ou l'autre cas 
le nombre des triangles formés de part: et d'autre étant 
/3-r— a , les» conditions, de leur similitude seront au nombre 
4e a««— 4 3. et la définition ne contiendra rien de superflu. 
Cette nouvelle définition étant posée , l'ancienne deviendra 
un théorème qu'on pourra démontrer immédiatement. 
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Si la définition de* figures rectilignes semblables est im- 
parfaite dans les livres d'éléments , celle des solides polyè- 
dres semblables l'est encore bien davantage. Dans Euclide i 
cette définition dépend d'un théorème non démontré; dans 
d'antres auteurs elle a l'inconvénient' d'être fort redon- 
dante. Nous avons donc rejeté ces définitions des solides 
semblables , et nous leur en avons substitué une fondée sur 
les principes que nous venons d'exposer. Mais , comme il y 
a beaucoup d'autres observations à faire à ce sujet , nous y 
reviendrons dans une note particulière. ' 

La définition de la perpendiculaire à un plan petit être 
regardée comme un théorème; celle àtl* inclinaison de deux 
plans a besoin aussi d'étré justifiée par ton raisonnement ; 
plusieurs autres sont dans le même cas. C'est pourquoi , en 
conservant ces définitions suivant l'ancien usage , nous 
avons eu soki de renvoyer aux propositions où eHé* sont 
démontrées ; quelquefois nous nous sommes contentés d'a- 
jouter un éclaircissement succinct qui nous a paru suffisant. 

U angle formé par la rencontre de deum plans , cl l'angle 
$olide formé par la rencontre de plusieurs plans en un même 
point , sont des grandeurs , chacune de son espèce , aux- 
quelles il serait peut-être bon de donner des noms particu 7 
lier s. Saris cela il est difficile d'éviter l'obscurité et les cir- 
conlocutions lorsqu'on parle de l'arrangement des plans qui 
composent la surface d'un polyèdre. Et comme la théorie 
de ces solides a été peu cultivée jusqu'à présent * il y a moins 
d'inconvénient à y introduire des expressions nouvelles , 
si elles sont réclamées par la nature de* choses. 

Je proposerais d'appeler coin l'angle formé par- deux 
plans; Y arête <m faite du coin serait l'intersection commune 
des deux plans. Le coin se désignerait par quatre lettres 
dont les deux moyennes répondraient à l'arête. Alors un coin 
droit serait l'angle formé pair deux plans perpendiculaires 
entre eux. Quatre coins droits rempliraient tout l'espace 
angulaire solide autour d'une ligne donnée. Celte nouvelle 
dénomination n'empêcherait pas que le tiotft n'eût toujours 
pour mesure l'angle formé par les deux perpendiculaire* 
menées dans chacun des plan* à un même point de t'arêt* 
ou intersection commune. 
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Enfin , on pourrait appeler angloïde > l'espace angulaire 
compris entre plusieurs plans qui. concourent en un même 
point. L'angloïde se. désignerait par la lettre du sommet 
suivie d'autant de lettres qu'il y a d'arêtes réunies au som- 
met ; Y angloïde drqit serait formé par trois plans perpendi- 
culaires entre eux;, huit angloïdes droits rempliraient tout 
l'espace angulaire sphérique autour d'un point ; et deux 
angloïdes droits adossés par une face commune , feraient 
un coin droit. , 

Une seule donnée est nécessaire pour déterminer le coin; 
plusieurs le sont pour déterminer l'angloïde., En général , 
tout angloïde intercepte, sur la surface de la- sphère décrite 
de son sommet comme centre, un polygone sphérique; et 
si on appelle n le nombre des cotés de ce polygone 9 le 
nombre des données nécessaires pour déterminer le poly- 
gone et l'angloïde, sera arc— 3. Quant à l'espace angulaire 
qui est la, grandeur effective de chaque angloïde * il est pro- 
portionnel à l'aire. du polygone sphérique intercepté. 

# NOTE IL 

* 

Sur la démonstration de la prop. XX J li\K I, et 
de quelques autres propositions fondamen- 
tales de la géométrie. . . } . 

■ • * 

*pl. i3, Dans la démonstration de la prop. XX , liv. I , on sup- 
%• ï0 * pose qu'étant donné Pangle À , moindre qtie deux tiers 
d'un droit , et un point D situé au dedans de cet angle , il 
est toujours possible de 'faire passer par le point D une 
droite EF qiii rencontre à la fois les deux cotés de l'angle A. 
Ce^te possibilité est asse& évidente pour faire la base d'une 
démonstration. Car si l'on prend dès parties égales sur les 
deux côtés de l'angle, et qu'on joigne successivement tes 
points également distants de A par lés droites MN, M'N', 
M"N", etc. , il est clair que ces droites s'éloigneront de plus 
en plus du point A ,. et «que leur distance à ce point pourra 
devenir plus grande que toute grandeur donnée! Donc il y 
aura une de ces droites M'N' qui passera au~delà du point 
donné D , et alors en joignant N' et D , *T DE* sera la droite 
demandée. 
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■ Dans'EucKde on démontre d'abord que deux droites ÀB, %• «• 
CE , qui font avec une troisième AC deux angles* BAC, ACE, 
dont la somme est légale à deux droits , ne sauraient se 
rencontrer 9 ensuite on prend pour accordé que toute droite 
AI, Menée dans l'angle BAC, doit rencontrer CE, en lés 
prolongeant suffîsamiiient Tune et l'antre. Si les deux angles* 
BAC , ACE , sont droits , la demande d'Euclide revient à 
ceci: Pour peu qn*un angle TAC -soit moindre qu'un angle 
droit, toute droite CE, ihenée perpendiculairement au côté 
AC , doit rencontrer le côté Al prolongé ; ou bien , en pre- 
nant l'angle CAL égal à- CAI , on peut l'énoncer encore de 
cette antre manière '.'Étant donné l'angle ÏÀL aussi peu 
différent qu'on voudra de dçucc angles droit», avec un point 
D situé dam cet angle, duquel on abaissera RCperpendictà- 
diculaire sur la droite AC qui divise en deux parties égales 
l'angle IAL , cette droite DC , prolongée suffisamment ren- 
contrera toujours les'icétés de V angle IAL. 

La demande d'Euclide est donc, relativement à un angle 
aussi peu différent qu'on voudra de deux angles droits { la 
même que celle dont j!ai«fait usage relativement à un angle 
trois fois moindre , et où l'intersection est beaucoup plus 
manifeste. Parles différents essais qui ont été faits jusqu'ici 
pour suppléer à là demande d'Euclide, il 'parait qu'on ne 
peut guère* pousser plus loin là rigueur des démonstra- ' 

tjons dans la proposa. XX, ou, ce qui revient au même, j 

dans la théorie des parallèles , à moins de partir d'une dé- 
finition de la ligne droite^différente de celle qui sert de base 
à cet ouvrage. Mais si on considère cet objet d'une manière 
plus abstraite , l'analyse offre un moyen aussi simple que 
facile de démontrer rigoureusement le théorème sur la somme 
des trois angles d'un triangle , ainsi que les autres propo- 
sitions fondamentales de la géométrie. C'est ce que nous 
allons développer avec tout Le détail nécessaire, , 

On démontre immédiatement par la superposition , et 
sans aucune proposjtipn préliminaire , que deux triangles 
sont égaux, lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux 
angles égaux, chacun à chacun* Appelons p le cèté dont il 
s'agit , A et B le», deux angles, adjacents , C le troisième 
angle. Il faut donc que l'angle C soit entièrement déter- 
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miné, lorsqu'on conaoit les angles A et B avec le oôté p ; 
car, si plusieurs angles C pouvaient correspondre aux trois 
données A, B,/>, il y aurait autant de triangles différents 
qui auraient un côté égal adjacent à deux angles égaux , ce 
qui est impossible \ donc l'angle C doit être une fonction 
déterminée des trois quantités À , B , p; ce que j'exprime 

ainsi, C =r * : ( A, B,/*)* 

Soit l'angle droit égal à l'unité ; alors les angles A , B , C , 

seront des nombres compris entre o et a ; et puisque C =♦ 

* : ( A , B , p) y je dis que la ligne/» ne doit point entrer dans 

la fonction »• En effet on a vu que C doit être entièrement 

déterminé par les seules données A , B , p , sans antre angle 

ni ligne quelconque ; mais la ligne/? est hétérogène avec les 

nombres A , B , C ; et si on avait une équation quelconque 

entre A, B , C, p , on en pourrait tirer la valeur de p cii 

A , B , C ; d'où il résulterait que/? est égale à un nombre, ce 

qui est absurde : donc/? ne peut entrer dans la fonction ? , 

et on a simplement C=^ 9 : (A,B).... (1) 

Cette formule prouve déjà que, si deux angles d'un 

triangle sont égaux à deux angles d'un autre triangle , le 

troisième doit être égal au troisième ; et , cela posé , il est 

facile de parvenir au théorème que nous avons en vue. 

fig. 1. Soit d'abord AB G un triangle rectangle en A ; du point 

A abaisses AD perpendiculaire sur l'hypoténuse. Les angles 

B et D du triangle ABU sont égaux aux angles B et A du 



(t) On a objecté contre cette démonstration que, si elle était 
appliquée, mot pour mot, aux triangles sphériques, il en résulte* 
rait que deux angles connus suffisent pour déterminer le troi- 
sième, ce qui n'a pas lieu dans ces sortes de triangles. La réponse 
est que, dans les triangles sphériques, il y a*hn élément de plus que 
dans les triangles plans, et cet élément est le rayon de la sphère 
dont on ne doit pas faire abstraction. Soit donc r le rayon , alors 
au Heu d'avoir C~j>( A, B,/>), on aura C=f ( A, B 9 p , r), ou 

seulement C— f(À,B,CY en vertu de la loi des homogènes. 
Or, puisque le rapport C- est un nombre , ainsi que A , B» C, rien 
n'empêche que £ ne se trouve dans la fonction y , et alors on 
n'en peut plus conclure C =? ( A , B ). ' 
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triangle BAC ; donc., suivant ce qu'on yi«nt de démontrer , 
le troisième B AD est égal an troisième C Par la même 
raison l'angle DAC^=B; donc BAD+DAC, on BAC 
==B~f-C : or l'angle BAC est droit; donc les deux. angles 
aigus d'un triangle rectangle, pris ensemble , valent un 
angle. droit. * 

Soit ensuite BAC un triangle quelconque et BC nn coté fig. 3. 
qui ne soit pas moindre que chacun des deux autres : si 
de l'angle opposé A oa abaisse la .perpendiculaire AD sur 
.BC, .cette, perpendiculaire tombera au~dedans du triangle 
ABC, et le partagera en deux triangles rectangles BAD, 
J) AC : or» dans le triangle rectangle B AD , les deux angles 
.BAD, ABD, valent ensemble un angle droit; dans le trian- 
gle rectangle DAC, les deux angles DAC, ACD> valent 
aussi un angle 4 r <>it. Donc les quatre réunis , ou seulement 
les trois BAC, ABC»ACB, valent ensemble deux angles 
droits ; donc dan* tout triangle la somrhe des trois angles 
est égale à deux angles droits. 

On voit par*-là que ce théorème, considéré a priori, ne 
dépend point d'un «Acharnement de propositions, et qu'il 
•e déduit Mùm^iatement du principe de l'homogénéité, 
principe qui- doit avoir lieu dans toute relation entre des 
quantités quelconques. Mais poursuivons , et faisons voir 
qu'on peut «tirer de la même source les autres théorèmes 
fondamentaux de la géométrie. 

Conservons les mêmes dénominations que ci-dessus , et 
appelons de plus m le, côté opposé à l'angle A, et « lé côté 
opposé à l'angle B. La quantité m doit être entièrement 
déterminée par le* seules, quantités A, B; /?; doue m est 
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une fonction 4e A , B , p % et - en est une aussi* de sorte 
qu'on peut faire - =^ : ( A, B, />). Mais - est un nom- 

r / r 

bre, ainsi que. A et B; donc la fonction <j< ne doit point 

MB 

contenir la ligne p ', et on a simplement -—<]>:( À , B ) , 

¥ 

ou m-=zp Y : ^A , B )• On a donc senibrablement /*=/> \- : 
(B,A). 

Soit maintenant un autre triangle formé avec les mêmes 
angles A, B, C, auxquels soient opposés les côtés m' ,n' 9 p\ 
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r v • • * 

respectivement. Puisque A et B ne changent pas, en aura 
dans «nouveau triangle, m '=£/>' <^(A',B), et «'=/>' $ :, 
(B,'A).Donc/»:iw' ::n:n' :: p: p' .Donc, slans les trian- 
gles équiangles, les côtés opposés aum angles égaux sont 
proportionnels. . \ ~ 

La proposition du quarré de l'hypoténuse est , comme 
on sait, une suite de celle des triangles équiangtes. Voilà 
donc trois proposition» fondamentales de la géométrie, celle 
des trois angles d'un triangle, celle des triangle* éqniangles, 
et celle du quarré de l'hypoténuse , qui se déduisent très- 
simplement et très-immédiatement de la considération des 
fonctions. On peut par la. même voie démontrer- très-suc* 
oinctement les propositions • concernant les figures sem- 
blables et les solides semblables. 
fig. 14. Soit ABCD un polygone quelconque 1 ; ayant choisi un 
côté AB, comme base ,. formez autant de triangles ABC, 
ABD, etc. sur cette base, qu'il y a d'angles €,D,E, etc. 
au- dehors. Soit la base AB=/>; soient A et B les deux 
angles du triangle ABC adjacents au ^ôcé B; soient A' et 
B' les deux angles du triangle ABD adjacents au même 
côté AB , et ainsi de suite. La figure ABÇDË serà entière- 
ment déterminée, si on confiait le coté/? avec les angles 
A, B, A' f B' , A", B.", etc. , et le nombre dès données sera 
en. tout a« — 3 , n étant kt nombre despotes du polygone. 
Cela posé , un côté ou une ligne >quakôtïque x , menée 
comme on voudra dans le polygone; sera 1 une -fonction de 

x ■ ' 

ces données ; et comme - doit être un nombre, on pourra 

supposer -=^ : ( A, B, A', B*' , etc:); ou* x<=£pty : ( A ; B, 

A', B',ete.),et la fonction <]> ne contiendra point p. Si, 
avec les mêmes angles A, B, A', B', etc. et un autre côté 
p ' , on forme un second polygone ,' on" aura pour la li gne x ' , 
correspondante ou homologue a or, la valeur ; x'zzip' ty : 
( A, B, A' , B', etc. ); donc x : x 1 ::j? :p'. On peut définir 
les ligures ainsi construites y figures semblables; donc dans 
les figures semblables les lignes homologues sont proportion- 
nelles* Ainsi, non-seulement les côtés homologues , les dia- 
gonales homologues , mais les lignes terminées de la même 



r'J 



1 
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manière dans lès deux figures , sont entre elles comme deux 
antres lignes homologues quelconques. 

Appelons S la surface du premier polygone, cette surface 

c 

est homogène au quatre p*; il faut donc que -7 soit un 

nombre. qui ne contienne que les angles A* B* A'» B', etc. , 
de sorte qu'on aura S=/>* j>:(A,B,A',B', etc. ). Par la 
même raison, si S f est la surface du second polygone, on 
auraS'=»'*>ï(A,B,AVB% etc.). Donc S:S f ::p*:p'*; 
<kmc les surfaces des figures semblables sont er^tre éfter 
comme les yuarrés des c^tés homologues, . 

Venons maintenant aux polyèdres. On peut supposer 
qu'une face est déterminée au moyen d'un côté connu p et 
de -plusieurs angles A, B , C , etc. Ensuite les sommets des 
angles solides, hors de cette base, seront déterminés ehaeun • 
par le moyen de trois données, qu'on peut regarder comme 
autant d'angles ; de sorte que la détermination entière du 
polyèdre dépend d'un côté/? , et de plusieurs angles A, Ç, 
C , etc. , donc le nombre varie suivant la nature du polyè- 
dre. Cela posé, une ligne qui joint deux sommets, ou, plu» 
généralement, toute ligue x menée d'une manière déter- 
minée dans le polyèdre sera une fonction des données p , 

/* . 

A , B, C , etc. ; et comme - doit être un nombre , la fonc- 

tion égale à' - ne contiendra que les angles A , B , C , etc. , 

et on pourra supposer x-zzp ? : (A, B, C , etc.). La surface 
du solide est homogène à p- ; ainsi, cette surlace peut se 
représenter par p* ty : (A^ B, C, etc.)j sa solidité e$t homo- 
gène à/> s , et peut se représenter par/?* n : ( A, B, C , etc.), 
les fonctions désignées par ty et n étant indépendantes 
de p. . . 

Construisez un second solide avec les marnes angles A, B, 
C, etc. , et un côté/?' différent àep : nous appellerons les 
solides ainsi construits solides semblables; et , cela posé , la 
ligne qui était/? 9 : ( A , B, C , etc.), ou simplement p ? dans 
un solide sera/? '9 dans un autre;, la surface qui était/?* <J> 
dans l'un sera/?' a ^ dans l'autre, et enfin la solidité qui 
était p 3 n dans l'un, sera p\ a n dans l'autre. Donc , i° les 
solides semblables ont les ç$tçs ou lignes homologues pro- 
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portionnelles ; %° leurs surfaces sont comme lès quarrés des 
côtés homologues; 3° leurs solidités sont comme lés cubes 
de ces mêmes côtés, . 

Les mêmes principes s'appliquent aisément au cercle. 
Soit c la circonférence et s la surface du cercle dont le 
ra job est r; puisque ne peut y avoir deux cercles inégaux 

décrits du même rayon, les quantités -, et — doivent être 

des fonction» déterminée» de r: mais; comme ce» quantités 
sont des nombres, elles, ne doivent point contenir dans leur 

expression la ligne r; et ainsi on aura ~^:«,et — =6, 

a et € étant des nombres constants. Soit c' la circonférence 
et s' la surface d*un autre cercle dont le rayon, est r$ on 

aura donc aussi -7= a, et -rjzzzÇ. Donc e : c' :: r : /, et 

» 
sis 9 :: r* !r* * ; donc les circonférences des cercles sont comme' 

les rayons, et leurs surfaces comme les quarrés des rayons. 

Considérons un secteur dont r soit le rayon et A l'angle 

ail centre; soit x Tare qui termine le secteur, et r la surface 

de ce même secteur. Puisque le secteur est entièrement 

déterminé lorsqu'on connaît r et A,, il faut. que x. et y 

soient des fonctions déterminées de r et de A, donc- et ^ 

.... • • r r* 

sont aussi de pareilles fqnctions, Mais - est un nombre, 

ainsi que p^; donc ces- quantités ne doivent, point contenir 

r, et elles sont simplement fonctions de A , de sorte qu'on 

aura - = » : A, et £■=$ : A. Soient x' et y' Tare et la 

surface d'un autre secteur dont l'angle est A et. le rayon /•'; 
nous appellerons ces deux secteurs secteurs semblables $ et 

puisque l'angle A est égal de part et d'autre', on aura ^r 

Y* 

= ? •" A, et jJ T =r<|>. : A; donc x:x' ::/•;/•', ûtyly' ::r a :r' a ; 

donc les arcs semblables ou les ares des secteurs semblables 
sont proportionnels aux rayons, et les secteurs eux-mêmes 
sont proportionnels aux quarrés des rayons. 

Il est clair qu'on prouverait , dé la même manière , que 
les sphères sont comme les cube» de leurs rayons. 
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On suppose , dans tout ce qui précède , que les surfaces se 
mesurent par le produit de deux lignes , et les solidités par 
le produit de trois ; c'est ce qu'il est facile de démontrer 
aussi par yoie d'analyse. Considérons un rectangle dont les 
dimensions sont p et q , et sa surface qui est une fonction 
dejpet 9, représentons -la par ^ : (/?, q) % Si on considère 
un autre rectangle dont les dimensions sont/? -f- /?' et q, il 
est clair que ce rectangle est composé de deux autres , l'un 
qui a pour dimensions p et q , l'autre qui a pour dimensions 
p* e\q\ de sorte qu'on aura 

Soit/r' =/? , on aura p ( 11 p , q ) = a y (p r q). Soit je»' = 
a/?, on aura? (3 p 9 q ) =? (p,q) + 9(27?, g) = 3 v 
(/>» g). Soit// = 3/>,on aura ? ( 4/?,tf) = ç (/>, y) + 
? ( 3 /> 9 î ) = 4 9 (/?) 9 )• Donc en général , si A est un nombre 
entier quelconque , on aura f (A.j?, q) z=z A y Çp y q) 9 ou 

f(*f) = »(*f»j). u r^nite de là qua ? (/>>y) est une 
p kp p 

telle fonction de /?, qu'elle ne change pas en mettant à la 

place de p un multiple quelconque kp. Donc cette fonction 

est indépendante de/?, et ne doit renfermer qae q. Mais 

par une raison semblable t±£z3-LàoiX être indépendante 

q 

de <7; donc ? \f!' ? '■ ne renferme ni/» ni 0, et ainsi cette 

quantité dok se réduire à une constante et. Donc on aura 

9 C/ , ^) :== */ ? ^i ct comme r ^ n n'empêcne de prendre 
a = 1 , on aura y (/* , £ ) =p q ; ainsi la surface d'un rec- 
tangle est égale au produit de ses deux dimensions. 

On démontrerait, d'une manière absolument semblable , 
que la solidité d'un parallélépipède rectangle dont les di- 
mensions sont/? , q , r, est égale au produit/? q r de ses trois 
dimensions. 

Nous observerons., en finissant, que laooAsidévatiofedea 
fonctions, qmi fournit ainsi une démonstration très-simple 
des propositions fondamentales de la Géométrie, a déjà été 
employée, ayec succès pour la démonstration des principea 
fondamentaux de la Mécanique. Foyes les Mémoires de 
Turin, tome IL 
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NOTE III. , 

Sur l'approximation de la proposition XVI, 

livre 1K 

t* 

\ 

Dès qu'on a trouvé on rayon excédent et un déficient qui 
s'accordent dans les premiers chiffres , on peut achever le 
calcul d'une manière très-prompte par le moyen d'une for- 
mulé algébrique. 

Soit a le rayon déficient et b l'excédent , dont la diffé- 
rence est petite;. soient a 1 et b r les rayons suivants qui s'en 

déduisent par les formules b'zr^S.aà, aï'zz.y/ f *.~£ — j 

Ce que Ton cherche , c'est le dernier terme de la suite a , a\ 
a 11 , etc. , qui est en même temps celui de la suite 6,6', 6", 
etc. Appelons ce dernier terme x , et soit bz=za(i -h» ) ; 
on pourra supposer ar=:a(i-r-P»-r-Q»*-r- etc.), P etQ 
étant des coefficients indéterminés. Or les valeurs de b 1 et a r 
donnent 

b'=za ( i -1-7» — iV -f: etc. ) ; 
V = a(i+± w a — rïV-r-etc). 
Et si on fait pareillement b r z=ia'(i~\-J) y on aura 

et — je» — 7T<* clc# 

Mais la valeur de x doit être la même , soit que la suite a 9 
«' , a" , etc< commence par a ou par a' ; donc on aura 

Substituant dans cette équation les valeurs de a f et de »' 
en a et «i, et comparant les termes semblables , on en dé- 
duira P = j , etQ = — 7V ; donc 

j?=a(i-f-| w — rj-» a )- 
Si les rayons a et b s'accordent dans la première moitié de 
leurs chiffres, on pourra rejeter le terme *> a , et la valeur 

précédente se réduira à xzzza ( i -r-j»)— tf + •— -5 

Ainsi , en faisant arri, 1282657, et b =z x , iaS5o63 , on 
en déduira immédiatement x = 1 , 1*6*3792 . * 

Si les rayons a et 6 ne s'accordent que dans le premier 
tiers de leurs chiffres, il faudra prendre les trois termes de 
la formule précédente ; ainsi en faisant a = 1 , x 265639 et 
b=i , 1 320149, on trouvera :r=i , 1 283791. 
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On pourrait supposer que a et h sont encore moins près 
l'un de l'autre ; mais alors il faudrait calculer la valeur de x 
avec un plus, grand nombre de termes. . . 

L'approximation de la prop. XIV, qui est c\e Jacques 
Gregory , est susceptible de semblables abrégés. Nous ren- 
voyons à l'ouvrage de cet auteur , intitulé : Fera circuli et 
hyperboles quadratura , ouvrage d'un grand mérite pour le 
temps où il a paru. 

NOTE IV. 

Où l'on démontre que le rapport de la circonfé- 
rence au diamètre et son quarré, sont des 
nombres irrationnels. 

Considérons la suite infinie 

a . 1 a* 1 a} , ^ 

1 +-+-. -H — r. ; — hetc. 

Z 2Z.Z+I 2.5 z . z + 1. 2+ï 

1 1 a n 

dont le terme général est 



l.a.3.,.i»° z.z+i.z-\-2....(z+n — i) 
et supposons que 9 : z en représente la somme. Si on met 
z -f- 1 à la place de z, ^ : ( s -{- 1 ) sera pareillement la somme 
de la suite 



1 



a 1- . «* 1 "•* 



-H — • -4-~~^- ' 3-Mtc. 

z+i a 2+1.34-a a.3 Z+1.2 + 2.-S + J 

Retranchons cfcs deux suites , terme à terme, l'une de l'autre, 
«t nous aurons p : z — 9 : ( z -f* 1 ) pour la somme du reste , 
qui sera 

a + — ?— +^ — ^ + etc - 

z.z + i z-z+i .z + a ^a * .*4- 1 . *-f- a .*+$ 
Mais ce reW peut être mis sous la forme 

(iH h-- — r+ctc.)» 

et alors il se réduit à «;(z-r-a). Donc on auTa 

z.z+i 

généralement 



a 



T k ' Z.J5+I T v ' . 

Divisons cette équation par 9; (z-f-i), et, pour simpli- 
fier le résultat , soit ^ : 2 une nouvelle fonction de z telle 

J 9 



ago 



NOTE IV. 



a f:(*4-l). 
: *=-, J— i !» 



que ^:z=-.- — - — - — !» alors on pourra mettre 



au lieu de 



9 



: z 



y :(z-f-a) 
^(z-f-i) 



ç:(z-|-i ) 



, et ( f±iMf± o attiieudt 



Là substitution faite, on aura 



ty : z = 



a 



Mais en mettant successivement dans cette équation z-f-i, 
2+2 , etc. , à la place de z, il en résultera 



4,:(z-f-i) = 



a 



«4-i-H- (z+a) 



4»:(» + a)= 



a 



'etc. 



z-4-a + <i>:(s+3) 

Donc la valeur de ^ z peut s'exprimer par la fraction con- 
tinue : 



a 

<L:z= — 



a 



Z+1+' 



z-f- a-f-etc. 
Réciproquement cette fraction continue , prolongée à l'in- 

fini , a pour somme <|> : 2 , ou son égale — • *— - — - — - \ et 

z 



cette somme , développée en suites ordinaires est 



f : z 



a 
a 2-4-1 



a a 



z-f-i.z-f-a 



— r-«tc. 



H r-i. — 

Z Z .Z-f-I 



-f-etc. 



Soit maintenant z=f, la fraction continue deviendra 

4 a 

l + TT 4« 



3 + 



. 5+ etc. 



dans laquelle les numérateurs, excepté le premier, sont 
tous égaux à 4 # , et les dénominateurs forment la suite des 
nombres impairs 1 , 3 , 5, 7, etc. ta valeur de cette frac- 
tion continue peut donc aussi s'exprimer par 
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Ua 16 a 1 64 a* 

ï H-~-s+ o o K H r h etc. 

2.5 2.3.4.5 2. 3. .7 

ë 4« , 16 « 9 64 a 3 • 

I "T"-r+ ; o H — =r — ^+ctc. 

Maïs ces suites se rapportent à des formules connues , et on 
sait qu'en représentant par e le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est 1 , l'expression précédente se réduit à 



e *Va_ e —*V* 



c Wa_Lg — a Va 



• l^«; de sorte qu'on aura en général 



2 \s a= y 



a V"_|_ e — *V<* ^ "" 1 +4a 



1? 

. M-4* 

5 -f- etc. 
De là résultent deux formules principales selon que a est 
positif ou négatif. Soit d'abord 4 a=zx 3 , on aura 
e* — e — x x 
e*+e— x ~ i+x* 

T+ etc. 
Soit ensuite 4«=— ar% et en vertu de là formule connue 



: : — = 1/ — 1. tang.^r, 



«*v— 1 + 



on aura 



x 

.a 



tang. ar=- 

T— .r a 

7 — etc. 

Celle-ci est la formule qui servira de base à notre démons- 
tration. Mais il faut , avant tout , démontrer les deux 
lemmes suivants. 

Lemme I. Soit une fraction continue prolongée à V infini , 

m 

• n ~\ — rr 

/*"-f-etc. 

dans laquelle tous les. nombres m , n , m', n', etc. sont des 
entiers positifs ou négatifs ; si on suppose que les fractions 
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m m' m" , 

composantes — »— 7 — $-> etc. soient toutes plus petites que 

l'unité', je dis que la valeur totale de la fraction continue 

sera nécessairement un nombre irrationnel. 

D'abord, je dis que cette valeur sera plus petite que 

l'unité. En effet , sans diminuer la généralité de la fraction 

continue , on peut supposer tous les dénominateurs n, n\ 

n ", etc. positifs ; or, si on prend un seul terme de la suite 

m 
proposée, on aura, par hypothèse, — < i. Si on prend les 

deux premiers , à cause de — ; < i , il est clair que n H j- 

est plus grand que n — i : mais m est plus petit que n ; et, 

puisqu'ils sont l'un et l'autre des entiers , m sera aussi plus 

m' 
petit que n -\ — y Donc la valeur qui résulte des deux 

termes » 

— m' 



n' 



est plus petite que l'unité. Calculons trois termes de la 
fraction continue proposée ; et d'abord , suivant ce qu'on 
vient de voir, la valeur de la partie 






n' + 



n" 



sera plus petite que l'unité. Appelons cette valeur « , et il 

m 

est clair que . sera encore plus petite que l'unité : donc 

n -f- w 

la valeur qui résulte des trois termes 

m 

n+— 

est plus petite que l'unité. Continuant le même raisonne- 
ment , on verra que , quel que soit le nombre de termes 
qu'on calcule de la fraction continue proposée , la valeur 
qui en résulte est plus petite que l'unité; donc la valeur 
totale de cette fraction prolongée à l'infini, est aussi plus 
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petite- que l'unité. Elle ne pourrait être égale à l'unité que 
dans le seul cas où la fraction proposée serait de la forme 

m 



m ' 



m-t-i m 

m' + i — 



m" + 1 — etc; 

dans tout autre cas elle sera plus petite. 

Cela posé, si on nie que la valeur de la fraction continue 

proposée soit égale à un nombre irrationnel, supposons 

qu'elle est égale à un nombre rationnel , et soit ce nombre 

B 

r, B et A étant des entiers quelconques; on aura donc 

B m 

, n -f- etc. • 

Soient C, D, E, etc. des indéterminées telles qu'on ait* 

£— *' ' . 

n -A 

*'"+etc 

/2 lv -f-etc. 
et ainsi là l'infini. Ces différentes fractions continues ayant 
tous leurs termes plus petits que l'unité , leurs valeurs ou 

B C D E ■ _ . „ . , 

sommes-r» — ?7;?=r» etc. seront plus petites que i unité, 
A i) l U 

suivant ce qui vient d'être démontré , et ainsi on aura 

B< A, C<B, D<C, etc.; de sorte que la suite A, B, C, 

D , E , etc. est décroissante à l'infiiu*. Mais l'enchaînement 

des fractions continues dont il s'agit donne 

B m ^ 

A n-\ ; d'où résulte Qzrzm A — nJ£ 9 

B i 

B /i' + 5.;d'où résulte D = m f B — n'C, 
C 

C ~~ rf -t— ; d'où résulte E=/w" C — «" D, 
«te. etc. 
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Et puisque les deux premiers nombres À et B sont entier* 
par hypothèse , il s'ensuit que tous les autres C , D , 
E, etc. , qui jusqu'à ce moment étaient indéterminés, sont 
aussi des nombres entiers. Or, il implique contradiction 
qu'une suite infinie A , B , C , D , E , etc. soit à-la-fois dé- 
croissante et composée de nombres entiers ; car d'ailleurs 
aucun des nombres A , B , C , D , E , etc. ne peut être zéro, 
puisque la fraction continue proposée s'étend à l'infini, et 

"R C T) 
qu'ainsi les sommes représentées par—-)—, —, etc. doivent 

toujours être quelque chose. Donc l'hypothèse , que la 
somme de la fraction continue proposée est égale à une 

quantité rationnelle -— , ne saurait subsister ; donc cette 

A. 

somme est nécessairement un nombre irrationnel. 

Lemme II. Les mêmes choses étant posées, si les fractions 

m m' m ?» » » 

composantes — *— -* — -» etc. sont a une grandeur quelcon- 
n n' n 

que au commencement de la suite; mais qu'après un certain 
intervalle , elles soient constamment plus petites que V unité ; 
je dis que la fraction continue proposée , en supposant tou- 
jours qu'elle s'étende à l'infini, aura une valeur irrationnelle* 

m"' 
. Car, si à compter de — * par exemple, toutes les frac- 

n ' 

m"' m lY m Y , „. c . . 

tions —777> — i — » etc. a 1 infini , sont plus petites que 
ri" n xy ri ^ 

l'unité , alors , suivant le lemme I , la fraction continue 

m 

m 1Y 
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ri + etc. 

aura une valeur irrationnelle. Appelons cette valeur <a , et 
la fraction continue proposée deviendra 

m * f v 

— m 

ri A — - 

Mais si on fait successivement 

w " _ / m ' — » m — »' 
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il est clair qne , <* étant irrationnelle , toutes les quantités! 
»', <&% «"', doivent l'être pareillement. Or, la dernière &'* 
est égale à la fraction continue proposée ; donc la valeur de 
celle-ci est irrationnelle. 

INous pouvons maintenant , pour revenir à notre sujet , 
démontrer cette proposition générale. 

THEOREME. 

Si un arc est commensurable avec le rayon , sa tangente 

sera incommensurable avec le même rayon. 

m 
En effet, soit le rayon = i , et l'arc x=z — , m et n étant 

des nombres entiers , la formule trouvée ci-dessus donnera , 

en faisant la substitution , 

m m 
tanff. — = — m* 
~» n n— — m» 

S»— -=— m* 
5/i- 



7/2— etc.. 

Or cette fraction continue est dans le cas du lemme II ; car 
il est clair que les dénominateurs 3 n 9 5 n, 7 w, etc. aug- 
mentant continuellement , tandis que le numérateur m* 
reste de la même grandeur, les fractions composantes seront 
ou deviendront bientôt plus petites que l'unité , donc la 

m 
valeur de tang. — est'irrationnelle ; donc , si Varc est com- 
mensurable avec le rayon , sa tangente sera incommenr* 
surable* 

De là résulte, comme conséquence très -immédiate, la 
proposition qui fait l'objet de cette note. Soit 1? la demi - 
circonférence dont le rayon est 1 ; si w était rationnel , l'arc 

tz . 

- le serait aussi, et par conséquent sa tangente devrait être 

4 

irrationnelle : mais on sait , au contraire , que la tangente 
de l'arc - est égale au rayon 1 ; donc TC ne peut être ration- 
nel. Donc le rapport de la circonférence au diamètre , est 
un nombre irrationnel (i)« 

(1) Cette proposition a été démontrée pour la première fois par Lam- 
bert , dans les Mémoires de Berlin, année 1761. 
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Il est problable que le nombre ft n'est pas même compris 
dans les irrationnelles algébriques, c'est-à-dire, qu'il ne 
peut être la racine d'une équation algébrique d'un nombre 
fini de termes dont les coefficients sont rationnels : mais il 
parait très-difficile de démontrer rigoureusement cette pro- 
position ; nous pouvons seulement faire voir que le quarré 
de TC est encore un nombre irrationnel. 

En effet , si dans la fraction continue qui exprime tang. x 9 
on fait x^zTZyà cause de tang. TC=o, on doit avoir 

0=3 — -=- ic* 

5 ir 3 

* 7 ' 

9 — etc. 

* m 

Mais si ir* était rationnel, et qu'on eut iz 3 z= — , m et n 

étant des entiers , il en résulterait 

o= =— m 

bn m 



m 



an 

11 — etcv 

Or, il est visible que eette fraction continue est encore 

dans le cas du lemme II ; sa valeur est donc irrationnelle , 

et ne saurait être égale au nombre 3. Donc le quatre du 

rapport de la circonférence au diamètre , est un nombre- 

irrationnel, \ 

y NOTE V. 

Où Von donne la solution analytique de divers 
problèmes concernant le triangle, le quadri- 
latère inscrit y le parallélépipède et la pyra- 
mide triangulaire, 

PROBLEME PREMIER. 

Etant donnés les trvis côtés d'un triante , trouver sa sur- 
face 9 le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle cir- 
conscrit. 
£g.3; Soient les côtés BC = #, AC = &, AB = fc; si du som- 
met A on abaisse la perpendiculaire AD sur le côté opposé 

* ia, 3. BC , on aura * AC = ÀB 4- BC — aBC X BD j donc BD = 
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a*+c* — b % 



.,. .a 11 1 a ___a • 

. Cette valeur donne AJB — BD ou AD = c a 



aa 



_ p + s-ry^s-^+s-yy donc ^ 

\ 2tf / 4 a* 

= !l-ll ^ — -1- ^. Soit S Taire du triangle, 

%a 

on aura S = 7 BC X AD; donc 

Cette formule peut encore se réduire à une autre forme 
phi s commode pour le calcul logarithmique ; pour' cela il 
faut observer que la quantité t\a* c 1 — (« a -|-c a — b 9 )* est 
le produit des deux facteurs 2 ac-\- (a* -\- c % — b*) et 2 ac — 
(a a -h c a — 6 a ) ; le premier = (a-f-c) a — b 2 = Ça -f- c -f- b) 
(a -f- c — b) ; le second=£ a — {a — c) a =±(&~f-a — c) (b — a-{-c); 
donc on aura x 

S = ±\/[(a+b+c) {a + b— c )(a-\-c— £) (fc+c— a)] 

Enfin si on fait z=p , ce qui donne a-\-b-\-cz^ip y 

2 



a-|-6-_ c=2/7— 2C, a + c— fc=2j5— 2^, ft-f-C— «=2/>— 2fl, 

on aura encore plus simplement 

S=.\/(p ,p — a.p^b.p — c). 

D'où Ton voit que pour avoir la surface d'un triangle dont 
les trois côtés sont donnés , il faut prendre la demi -somme 
des trois côtés , de cette demi-somme retrancher successive- 
ment chacun des côtés , ce qui donnera trois_restes , multi- 
plier ces trois restes entre eux et par lau demi-somme des 
côtés , et enfin extraire la racine quarrée du produit : cette 
racine sera l'aire du triangle. 

Soient maintenant z le rayon du cercle circonscrit au 
triangle , et u le rayon du cercle inscrit dans ce même tri- 
angle , on aura suivant la prop. xxxn , liv. ni , 

ctwzzr = — ; donc en substituant la 



z 



7 



S a + b+c p 
valeur trouvée de S , il viendra 
-J abc yfP^"' a "P m — b'P — ç ^ 



y/(jP-p — a»P — b.p — c) \ p 



('p—a ,p — b .p — ç\ 
P :.J 
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PROBLEME II. 



/ 



£ Étant donnes les quatre côtés d'un quadrilatere^nscnt y 

trouver le rayon du cercle 9 la surface du quadrilatère et ses 
angles* 

fig. 4. Soient les côtés donnés AB — *, BC=6 , CD=c , DA=<£, 

et les diagonales inconnues AC=ar, BD=:j, on aura , sui- 

x ad ~\- bc 

Tant le théor. 33 , liv. 111 , xy=zac-l- bd et - = — = -: 

' J jr ab+cd 

d'où Ton tire 

__ , /(ao+bd) (ad+bc)\ , f{ac+bd) (ab+cd)\ 

*-V \ aT+ïd r^V \ alTàc J 

Mais , suivant le problême précédent , le rayon du cercle 

circonscrit au triangle ABC , dont les côtés sont a, b 9 x, peut 

abx 
s'exprimer par la formule z= — 7 — — - — r— — =- -r-= w 

Substituant au lieu de x la valeur qu'on vient de trouver 
et décomposant le résultat en facteurs, on aura 

y T (ac+bd) (ad+bc} (ab+cd) T 

^ \ja. \b\c d) (a\b\d c) (a+e+d—b) (b+c+d— a ) J 

\abx 
Cela posé, l'aire du triangle ABC = , celle du trian- 

-~c dx 
gle ADC t= - ; donc l'aire du quadrilatère ABCD = 

z 

j (ab-\-cd)x 

T ~z 

=T^[ (a+b+c— d) (^a+b+d-c) (ar+<HJ—b)Xb^+d--a)]. 

Et si on fait, pour abréger,/? = 7 (a + à+c+rf), on. 

aura l'aire ABCD = \/ {p—a.p-^b.p—c.p—d). Enfin ponr 

A3 avoir l'un des angles , par exemple , l'angle jù, on ohser- 

/m Vera que le triangle ABC donne cos M\ == — — ; 

substituant la valeur de x et réduisant, on aura cos A=r 

Ijk a* + b* — c> — d*^ 1 — cos/ , 

J K "" ' > . ^ — • De la on tire V» ou tang. a -A7 

^ P %ab+% c d i-i-cosX 6 ^ 
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(c+dy— (a—b)* (a+c+d— b) (b+c+d—a) 
— —■ z^z Donc 

{a+by— (c— d)* (a+b+c—d) (a+b+d—cY 



PROBLEME III. 



Dans le quadrilatère ABDC dont les angles opposés B fig.5. 
et C fo/if droits y étant. donnés les deux côtés AB, AC avec 
r angle compris BAC , trouver les deux autres côtés et la 
diagonale AD. 

Soit AC = b , AB = c , et l'angle BAC = A ; si l'on pro- 
longe BD et AC jusqu'à leur rencontre en £ , le triangle 
BAE rectangle en B , où l'on connaît l'angle BAE et le côté 

c c 

AB , donnera AE = ; donc CE = b. Ensuite 

cos A cos A 

le triangle DCE rectangle en C, où l'on connaît le côté 

CE et l'angle CDE = A, donnera CD = CE cot A = 

c — b cos A b— -c cos A 

: — - — . On aura donc semblablement BD = — ^ — - — • 

sm A sin A 

Ce sont les valeurs des deux côtés cherchés du quadrilatère. 

De -là résulte la diagonale AD = i/( AC-f- DC*) = 

c — £cosA. a V l/(b*+c a — a&ccosA) m/r . 

b'+( — — ) )=ï-± — Mais par 

sm A / sin A 

le triangle BAC on aurait BC=z\/(b 2 -+-cZ — aie cos A). 

Donc la diagonale AD , qui joint les deux angles obliques, 

est à la diagonale B C qui joint Les deux angles droits : : I 

: sin A. 

Scholie. La diagonale AD est en même temps le dia- 
mètre du cercle dans lequel le quadrilatère ABDC serait 
inscrit. 

Dans ce cercle on aurait l'angle ABC = ADC , donc en 
abaissant CF perpendiculaire sur AB , les triangles BFC , 
ADC sont semblables et donnent AD : BC :: AC : FC :.' 1 : 
sin A ; ce qui s'accorde avec le résultat précédent. 



•0 



'j 
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< # PROBLÈME IV. 

f 

Etant données les trois arêtes d'un parallélépipède avec 
les angles qu'elles font entre elles , trouver la solidité du 
parallélépipède, 

fig'6' Soient les arêtes SAzr/*, SBzzrg-, SC=A, et les angles 
compris ASB=a, ASC = gj BSC=y. Si du point C on 
abaisse CO perpendiculaire sur le plan ASB, le triangle 
rectangle CSO donnera CO=CS sin CSO= h sin CSQ. D'ail- 
leurs la surface du parallélogramme ASBPzzr/^-sina. Donc 
si on appelle S la solidité du parallélépipède ST, on aura 
S—fgh sin a sin CSO. Il reste à trouver sin CSO.. 

Pour cela du point S comme centre et d'un rayon = i , 
décrivez une surface sphérique qui rencontre en D, E , F, G, 
les droites SA, SB, SC, SO, vous aurez un triangle DEF 
dans lequel Tare F G est perpendiculaire sur ED, puis- 
que le plan CSG est perpendiculaire sur ASB. Or le 
triangle DEF, où Ton a les trois côtés DE = a, DF = 

_ _ , ^ cos 6 — cos a cos y . 

6, EF=v, donne cos E= : : L 5etsinE= 

Sin a sin y 

V/ ( i. — cos* a — cos* 6 — cos* y + a cos a cos € cos y ) 

I ■_---■ Mi ■ il ■ ^ ------- - — | -u^ | • 

sin a sin y 

Ensuite le triangle rectangle EFG donne sin GF ou sin CSO 
= sin E sin EF= sin y sin E. Donc S=/gâsina sin y sinE > 

ou 

S=fgk\/ (i C0S a at— -COS* 6 CQS*y-f-2COSaCOSgCOSy). 

Dans cette expression la quantité sous le radical est le 

produit des deux facteurs sin a sm y -f- eos 6— cos a cos y et 

sin a sin y— -co$ g--f-cos a cos y. l»epremier=cosf>— cos(a-j-y)' 

'. a-f-ê-f-y . a-f-y — € . . - 

rz: 2 sin — - sm • 9 le second=cos fa— •y) — cos 6 

2 a ' 

. a-f-6— y . 6-l-y — a* - ,.,.,, 

= 2sm ^sin • Donc la solidité cherchée 

a a 

b — ijgn \/ sm i sm L sin — ■ — sin — - — l * 

y l 2 a % aj 



ICO TE V. 301 

i 



PROBLEME V. 



Les mêmes choses étant données que\ dans le problème 
précédent, trouver V expression de la diagonale qui joint 
deux sommets opposés. 

Soit la diagonale de la base SP=z et la diagonale 
cherchée ST =«; le triangle ASP dans lequel cos SAP 
= — cos a. , donnera z a =/* a "+"£"* + % fë cos * > pareillement 
le triangle TSP dans lequel cos TPS= — cos CSP, don- 
nera u*=z* H-^ a + a£z cos CSP. Il ne s'agit plus que 
d'avoir le cosinus de l'angle CSP ou de l'arc FH : or 
dans le triangle sphérique £ F H , on a cos FH = 
cos £ F cos £ H -+- sin EF sin EH eos £; substituant les 

, __ _ cos€ — cos a cos y ., . _ 

râleurs EFzzrv.et cos E= : : » il viendra 

sin a sin y 

sin EH , 
cos FH = cos y cos EH H . (cos g — cos a cos v)= 

1 sm a 

sin EH cos 6 § sin (a — EH); cos y sin EH cos 6-f-sin DH cosy 

sin a sin a sin a 

Donc a h z cos F H , ou i h z cos CSP =: % h cos € 

z sin EH _ z sin DH __ . . 

— : h a h cos y ; • Mais dans le triangle BSP 

sin a sm et ° 

M SP sin BSP M SP sin BPS ' 

on a BP— — . ■ , . < ^ ■ et BS =: — - — ■» ce qui donne 

sm SBP sin SBP * 

z sin EH M z sin DH . _ . , . , ,—_ t , 

— =z/et — ; =g. Donc 2 h z cos CSP ==. *Jk 

sin a sin « 

cos g H- a # h cos y Donc enfin îe quarré de la diagonale 

cherchée : 

« a =r/ a -f-^*-f*A*+»/^cos tt-f- 2/% cos €+2 # à cos y. 

Corollaire. L'angle solide A est formé par les arêtes 
ft g-* &j faisant «entre elles deux à deux les angles 200 ° — a , 
aoo° — 6, y» a * ns * il 'suffit de changer les signes de cos a et 

cos 6 dans l'expression de SE pour, avoir celle de A M. 
Faisant de même pour les deux autres diagonales , on aura 
(es valeurs de leurs quarrés comme il suit : 
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ST' =/" -\-g* +* +a/^cosa+a/Acos64-a^Acosy. 
AM*=/ J -|-5 ra 4-^' — a^cosa — a/fc cos Z+igk cos Y . 
BN — / > +^'+^ — a^cos a-r-a/^cos € — a gh cos y. 
CP =/■' -j-^"* -h A *-f- a/g' cos « — a /& cos 6— a g£ cos y. 

Delà oatire StVaM* + BN a H-CP a =4/ a +4^ a +4^ a - 
Donc, dans tout parallélépipède ^ la somme des quarrés des 
quatre diagonales est égale à la somme des quarrés des douze 
arêtes. Ce théorème remarquable et analogue à celui qui 
• 14. 3. a lieu dans le parallélogramme * , pourrait se déduire immé- 
cor " diateraent de ce dernier. Car au moyen des parallélogrammes 
SCTP, ABMN, on a 

S~T *+ CP = a S*C + a SP *, 

ÂM + BN=a BM + a AB. 
. Ajoutant ces deux équations et observant qu'on a SC=BM 

ct §p' + ÂB==a SA+ a SB* il viendra ST* +^ï + 
BR+ CP=4 SÂ+ 4 SB 4- 4 SCf.* 

PROBLEME VI. 

Étant données les trois arêtes qui aboutissent à un même 
sommet d'une pyramide triangulaire , et les trois angles 
que ces arêtes forment entre elles , trouver la solidité de la 
pyramide. 

fi Soit S ABC la pyramide triangulaire proposée, dans 

laquelle on connaît les arêtes SA=/, SB=#, SC = A, 
et les angles compris ASB=<x, ASC = 6, BSC = y. Si 
sur les arêtes SA , SB , SC , données de grandeur et de 
position, on décrit le parallélépipède ST, la pyramide 
qui est le tiers du prisme triangulaire BSANMC sera k 
sixième du parallélépipède ST. Donc en appelant P la soli- 
dité de la pyramide, on aura, d'après le»probl. iv , 
P==i/£fcv/(* — cos*a — ços*6 — cos a y-Mcosa cosgeosf' 

o\iV=ïfgh\/[sm— — ï sut — — si*— — - sin — — J 
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PROBLEME VII. 

« 

Titant donnés les six côtes ou arêtes d'une pyramide 
triangulaire , trouver sa solidité* 

Si Ton conserve les mêmes dénominations que dans le fig. ;. 
problème précédent , et qu'on fasse de plus BC =f , 

CA=g' , BA=h' , on aura cos «=r S- , cosg= 

**f g 

f % +h*—g' % g % +h*—f % ' ' ' . 

-zn , cos yrzr ; • Substituant cesvaleurs 

a/ h ' * %gh 

dans la formule trouvée , et faisant pour abréger 
*'+*■— /■'=*,/•+*■— g'*=zG 9 f>+g*— a"=H, 
on aura la solidité demandée 
P=iVV(4/VA a — /'F a — g*G\— A a H*-f-FGH). 
Dans l'application de ces formules on observera que f 1 , 
g-' , A' , désignent les côtés d'une même face ou base , et 
y, g, A, les trois autres arêtes, qui aboutissent au sommet , 
leur disposition étant telle que f est opposée à /% g à g' 
et A à h\ 

Scholie. Soit A la somme des quatre triangles qui corn* 
posent la surface de la pyramide , soit rie rayon de la sphère 
inscrite; il est aisé de voir qu'on a P=A X y/*; car on peut 
concevoir là pyramide décomposée en quatre autres , qui 
auraient pour sommet commun le centre de* la sphère, 
et pour bases , les différentes faces de la pyramide. On a 

3P 
donc le rayon de la sphère inscrite r= -—. 



PROBLEME VIII. 

Les mêmes choses étant données que dans le problème VI, 
trouver le rayon de la sphère circonscrite à la pyramide. 

Soit M le centre du cercle circonscrit au triangle SAB , fig. 2. 
MO la perpendiculaire menée par le point M sur le plan 
&AB ; soit pareillement N le centre du cercle circonscrit 
au triangle SAC, NO la perpendiculaire élevée parle 
point N sur le plan SAC. Ces deux perpendiculaires situées 
dans un même plan MDN perpendiculaire à SA , se ren- 
contreront en un point O qui sera le centre de la sphert 
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circonscrite ; car le point O , comme appartenant à la per- 
pendiculaire MO , est à égale distance des trois points S , 
B , A , et ce même point , comme . appartenant à la per- 
pendiculaire NO, est à égale distance des trois points 
S , A , C ; donc il est à égale distance des quatre points 
S,A,B,C. 

On peut imaginer que le point M est déterminé dans le 
plan S A B, au moyen du quadrilatère S DMH, dont les 
deux angles D et H sont droits, et où Ton a SD = i/v 
SH=^, et ASB=«. Donc on aura (d'après le pro- 

» «-.^-.i. /*co.s a. 
blême m), DM=— — ^— \ semblablement on aura 



sin a 



DN=- =- * 

sin e 

Appelons D l'angle MDN qui mesure l'inclinaison de* 

deux plans SAB, SAC; dans le triangle sphérique dont 

a, € , y , sont les côtés , D sera l'angle opposé au côté r , et 

cosv — cos a cos € % „ 

ainsi on aura cos D= ^ — , de sorte que 1 an- 

stn a sin € 

gle D peut être supposé connu. 

Cela posé, dans le quadrilatère OMDN dont les deux 
angles M et N sont droits, et où Ton connaît les deux 
côtés MD, DN et l'angle compris MDN=D , on aura 
par le problême 1 1 1 , le quarré de la diagonale OD = 

DM+gN — aPMxDNcosD Ensuitedans i e triangle 

sin a D 

OSD rectangle en D, on auraSO=OD + SD, c'est la 
valeur du quarré du *ayon de la sphère circonscrite. 

Si on fait la substitution des valeurs de DM, DN et 
ensuite celle des valeurs de cos D et de sin D , afin d'avoir 
immédiatement l'expression du rayon SO, par le moyen 
des données du problême vi , on trouvera pour résultat : 

(/»sii**Y4#*sia a 6-h* a siii »o— a/g^cosa—coageosy) i 
ftfl — i. %/ <r m ?fh' ( cos 6 — cos * cos Y) — *gh ( co» Y — cos * cos € ) >* 
'( i-r-cos a a »— cos* €— 'cos* y +a cos «cos g cos Y / 
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NOTEVI. 

Sur la plus courte distance de deux droites non 
situées dans le même plan. 

Soient AB, CD* deux droites données, non situées dans le pi. ,3, 
même plan, dont il s'agit de trouver la plus courte distance, fig* i. 

Suivant AB faites passer deux plans perpendiculaires 
entre eux qui rencontrent CD l'un en C , l'autre en D ; des 
points C et D abaissez CA et DB perpendiculaires sur AB ; 
dans le plan ABD menez DE parallèle et AE perpendiculaire 
à BA , ce qui formera le rectangle ABDE ; dans le plan CAE 
joignez CE et menez AI perpendiculaire à CE , enfin dans le 
plan CDE menez IK parallèle à DE jusqu'à la rencontre de 
CD en K, faites AL=IÇ. et joignez KL; je dis, i°. que la 
droite KL est perpendiculaire à la fois aux deux droites 
données AB , CD , a°* que cette même droite KL est plus 
courte que que toute autre qui joindrait deux points des 
lignes AB, CD, et qu'ainsi KL, ou son égale AI, est la 
plus courte distance demandée. 

En effet, i°. les trois droites AB, AC, AE étant par 
construction perpendiculaires entre elles , l'une d'elles AB 
est perpendiculaire au plan des deux autres ; donc A B 
est perpendiculaire à AI ; d'ailleurs Kl est parallèle à DE , 
et DE à AB , donc Kl est parallèle à AB ; et puisqu'on a fait 
AL=KI , il s'ensuit que la figure AIKL est un rectangle. 
Cela posé , l'angle AIK est droit ainsi que AIC , donc la 
droite AI est perpendiculaire au plan KIC ou CDE ; donc 
sa parallèle KL est perpendiculaire au même plan CDE , 
et par conséquent est perpendiculaire à CD. Donc , i°. la 
droite KL est perpendiculaire à la fois aux deux droites 
AB , CD. 

2 . Soit M un point quelconque de la droite CD ; si par 
ce point on mené M N parallèle à D E ou à A B , la distance 
du j>oint M à la droite AB sera égale à AN , puisque l'angle 
B A!N est droit. Or on a AN > AI ; donc AI est la plus courte 
distance des lignes données AB, CD. N 

Soient les perpendiculaires CA = a , et DB = AE = b , 

20 
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on aura CE=v/ ( a*-{-b*) ; et parce que Taire du triangle 

ACE s'exprime également par ± AC X AE et par £ CE x AI , 

AC X EA ab „, fc « ' 

on aura AI= — — — = Jt % _ ,;v C est 1 expression 

CE V \a +à J 

de la plus courte distance des lignes données. 

Si en même temps on fait la distance AB=c, et qu'on 

appelle A l'angle compris entre les deux lignes données , 

c'est-à-dire l'angle CDE, compris entre la ligne CD et une 

parallèle DE à la ligne AB , le triangle CDE rectangle en E 

DE A c 

donnera cos CDE=- — » ou cos A= 



CD l/(«*+* a +c»)' 

car on a CD*=ÇE +ED=a* -\-b* +c* . Delà on tire- 

\/{a*-\-l>*) c 

xait aussi sin A= — — - — ; — et cot A= — — — — - 

NOTE VIL 
Sur les polyèdres symmé triques. 

C'est pour plus de simplicité que nous ayons supposé 
dans la déf. 16 , liv. VI , que le plan auquel les polyèdres 
symmé triques sont rapportés , est le plan d'une face : on 
pourrait supposer que ce plan est un plan quelconque , 
et alors la définition deviendrait plus générale , sans qu'il 
y eût rien à changer à la démonstration de la prop. u , 
par laquelle nous ayons établi les relations mutuelles des 
deux polyèdres. On peut aussi prendre une idée très-juste 
de la manière d'être de ces deux solides , en regardant l'un 
des deux comme l'image de l'autre formée dans un miroir 
plan , lequel tiendra lieu du plan dont nous Venons de 
parler* 

NOTE VIII. 
Sur la proposition XXF, livre VII. 

Ce théorème qu'Euler a démontré le premier dans les 
Mémoires de Pétersbourg , année 17 SB, offre plusieurs 
conséquences qui méritent d'être développées. 

i° Soit a le nombre des triangles , b le nombre des cjua- 
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drilatères , c le nombre des pentagones , etc. qui composent 
la surface d'un polyèdre; le nombre total des faces sera 
a-¥*b+c-\-d-{- etc. , et le nombre total de leurs côtés sera 
3«-|-4&-|-5<:-f-6flH- etc. Ce dernier nombre est double de 
celui des arêtes , puisque la même arête appartient à deux 
faces , ainsi on aura , , 

m-=za-t~b-\-c-\-d-\r etc. 
a A=3*z+464-5c4-6</-f- etc. 

Et puisque, suivant le théorème dont il s'agit, S-j-H = 
A+ a , on en tire 

a S = 4 +*+ 2 &+ 3 c -f- 4 d-\- etc. 
Une première remarque que fournissent ces valeurs , c'est 
que le nombre des faces impaires a-f-c-f-e-f- etc. est? tou- 
jours pair. 

On peut faire pour abréger & = b-\-2c+5d-l- etc. , 
et alors on aura 

A=4H4->, 

Ainsi dans tout polyèdre on a toujours A> JH, et Sy 
!2-f-~ H , où il faut observer que le signe > n'exclut pas l'éga- 
lité , attendu qu'on pourrait avoir »=o. 

Le nombre de tous les angles plans du polyèdre est a A, 
celui des angles solides est S, de sorte que le nombre moyen- 

a A 
des angles plans qui forment chaque angle solide, est-^— 

Ce nombre ne peut être moindre que 3 , puisqu'il faut 
au moins trois angles plans pour former un angle solide ; 
ainsi on doit avoir a A > 3 S , le signe > n'excluant pas 
l'égalité. Si on met au lieu de A et S leurs valeurs en 
Het c>, on aura 3H-|- w >64-7 H-h* », ou 3H>ia + u» 
Remettant les valeurs de H et o> en a 9 b, c, etc., il en 
résultera 

3 a •+- a b-\- c > ia -f- e + a/4- 3#-f- etc. 
d'où Ton voit que a, b , c, ne peuvent pas être zéro à la 
fois , et qu'ainsi il n'existe aucun polyèdre dont toutes les 
faces aient plus de cinq côtés. *v< 

Puisqu'on aH>4 + y©,la substitution dans les valeurs 
de S et de A donnera S>4-f-|» et A>64-*>. Mais en 
même temps on a o < 3H — i a ; et de là il résulte S < aH— 4 » 

20. 
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et A<3H — 6 , où l'on se souviendra, que les signes > et 
< n'excluent pas l'égalité. Ces limites ont lieu générale- 
ment dans tous les polyèdres. * 

2° Supposons aA>4S, ce qui convient à une infinité 
de polyèdres ,. et nommément à ceux dont tous les angles 
solides sont formés de quatre plans ou plus , on aura dans 
ce cas H > 8-f-« , ou , en faisant la substitution,. 

a > 8 -+- c -f- a d+ 3 e -f- etc. 
Donc il faut que le solide ait au moins huit faces triangu- 
laires; la limite H >8-J-w donne S>6-f-to, et A> ia-4-a«. 
Mais oh a en même temps <* < H — 8 ; et de là résulte S < 
H— a, A<aH — 4- 

3° Supposons a A > 5 S , ce qui renferme entre autres 
polyèdres ceux dont tous les angles solides sont au moins 
quintuples , il en résultera H>ao-|-3w,ou 

# >2o + 2Ô-{-5c-h8d-|- etc. 
Et on aura en même temps S > ia -|- a<* , et A > 3o -|-5 c* ; 
enfin de ce que *><j(H — ao), on tire les limites S< 
1(H— a),A<f(H — a). 

On ne peut supposer aA=6S; car on a en général 
aA-f-aw-f-ia = 6S; donc il n'y a aucun polyèdre dont 
tous les angles solides soient formés de six angles plans ou 
plus ; et en. effet la 'moindre valeur qu'aurait chaque angle 
plan , l'un portant l'autre , serait l'angle d'un triangle équi- 
latéral , et six de ces angles feraient quatre angles droits, 
ce qui est trop grand pour un angle solide. 

4° Considérons un polyèdre dont toutes les faces soient 
triangulaires , on aura u = o , ce qui donnera A=| H , et 
S = a-f-^-H. Supposons en outre que tous les angles solides 
du polyèdre Soient en partie quintuples , en partie sextu- 
ples ; soit/? le nombre des angles solides quintuples , q celui 
des sextuples , on aura S -=.p -h q et a A== 5/? 4- 6 q , ce qui 
donne 6 S — a A =/? : mais on a d'ailleurs A ^= f H , et S =z 
a-|-|H; donc/?=6S — aA=ia. Donc si un polyèdre a 
toutes ses faces triangulaires , et que ses angles -solides soient 
en partie quintuples y en partie sextuples , les angles solides 
quintuples seront toujours* nu nombre de ia. Les sextuples 
peuvent être en nombre Quelconque : ainsi , en laissant q 
indéterminé, on aura dans tous ces solides S =ia -+-£., 
H=ao-*-a2, A = 3o+3$. 



/ 
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Nous terminerons ces applications par la recherche du 
nombre de conditions ou données nécessaires pour déter- 
miner un polyèdre ; question intéressante, et <pi'il ne paraît 
pas qu'on ait encore résolue. 

Supposons d'abord que le polyèdre soit d'une espèce dé- 
terminée y c'est-à-dire qu'on connaisse le nombre de ses 
faces , le nombre de leurs côtés individuellement , et leur 
disposition les unes à l'égard des autres. On connaît donc 
les nombres H , S , A , ainsi que a y b, c,d, etc. ; il ne s'agit 
plus que d'avoir le nombre de données effectives , lignes ou 
angles , par le moyen desquelles le polyèdre peut être cons- 
truit et déterminé. 

Considérons une des faces du polyèdre que nous pren- 
drons pour sa base. Soit n le nombre de ses côtés, il faudra 
a/2— ^3 données pour déterminer cette base. Les angles 
solides hors de la base sont au nombre de S — n ' 9 le som- 
met de chaque angle exige trois données pour sa détermi- 
nation; ainsi la position de S — n sommets exigerait 3S — 
3 n données , auxquelles ajoutant les in — 3 de la base , 
on aurait en tout 3 S — n — 3. Mais ce nombre est en géné- 
ral trop grand , il doit être diminué du nombre de condi- 
tions, nécessaires pour que les sommets qui répondent à 
une même face soient dans un même plan. Nous avons 
appelé n le nombre des côtés de la base , appelons de même 
n' , n" 9 etc. les nombres de côtés des autres faces. Trois 
points déterminent un plan ; ainsi ce qui se trouvera de 
plus que 3 dans chacun des nombres n\ w", etc. donnera 
autant de conditions pour que les différents sommets soient 
situés dans les plans des faces auxquelles ils appartiennent, 
et le nombre total de ces conditions sera égal à la suite 
( n ' — 3)Ij_(rt" — 3)_|_( w >" — 3) H- etc. Maïs le nombre des 

termes de cette suite est H — i , et d'ailleurs n+n' + ri'* 
— f— etc. = i A : donc la somme de la suite sera 2 A — /» — 
3 (H — i ). Retranchant cette somme de 3S-r-« — 3, il res- 
tera 3S — aA + 3H — 6% quantité qui» à cause de S-f-H— 
A.— 1-2 , se réduit à A. Donc le nombre de données nécessaires 
pour déterminer un polyèdre , parmi tous ceux de la même 
espèce , est égal au nombre de ses arêtes. 

Remarquez cependant que les données dont il s'agit ne 
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doivent pas être prises au Lazard parmi les lignes et' les 
angles qui constituent les éléments du polyèdre ; car , quoi- 
qu'on eût autant d'équations que d'inconnues, il pourrait 
se faire que certaines relations entre les quantités connues 
rendissent le problême indéterminé. Ainsi il semblerait , 
d'après le théorème qu'on vient de trouver , que la connais- 
sance des arêtes seules suffit en général pour déterminer un 
polyèdre ; mais il y a des cas où cette connaissance n'est 
pas suffisante. Par exemple, étant donné un prisme non 
triangulaire quelconque , on pourra former une inanité 
d'autres prismes qui auront des arrêtes égales et placées de 
la même manière. Car , des que la base a plus de trois côtés , 
on peut, en conservant les côtés , changer les angles, et 
donner ainsi à cette base une infinité de formes différentes ; 
on peut aussi changer la position de l'arrête longitudinale 
du prisme par rapport au plan de la base,, enfin on, peut 
combiner ces deux changements l'un avec l'autre ; et il en 
résultera toujours un prisme dont les arrêtes ou côtés n'au- 
ront pas changé. D'où Ton voit que les arrêtes seules ne 
suffisent pas dans ce cas pour déterminer le solide. 

Les données qu'il convient de prendre pour déterminer 
un solide , s'ont celles qui ne laissent aucune indétermina- 
tion , et qui ne donnent absolument qu'une solution. Et 
fig. h. d'abord la base ABCDE sera déterminée entre autres ma- 
nières , si on connaît le côté AB , avec les angles adjacents 
BAC , ABC , pour le point C ; les angles BAD , ABD , pour 
le poiut D, et ainsi des autres. Soit ensuite M un point dont 
il faut déterminer la position hors du plan de la base ; ce 
point sera déterminé, si, en imaginant la pyramide M ABC, 
ou seulement le plan MAB , on connaît les angles MAB , 
ABM , et l'inclinaison du plan MAB , sur la base ABC. Si 
on détermine, par le moyen de trois données pareilles la 
position de chacun des sommets du polyèdre hors dû plan 
de la base , il est clair que le polyèdre sera déterminé abso- 
lument et d'une manière unique , de sorte que deux polyè- 
dres construits avec les mêmes données seront nécessaire- 
ment égaux 5 ils seraient cependant symmétriques l'un de 
1 l'autre, s'ils étaient construits de différents côtés du plan 
de la base. 
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Il n'est pas toujours nécessaire d'avoir trois données 
pour déterminer chaque angle solide d'un polyèdre ; car si 
le point M doit se trouver sur un plan déjà déterminé dont 
rintersection avec la base soit FG, il suffira, après avoir 
pris Fù k volonté, de connaître les angles MGF, MFG; 
ainsi il faudra une donnée de moins. Si le point M doit se 
trouver sur deux plans déjà déterminés , ou sur leur inter- 
section commune MK qui rencontrent le plan ABC en K, on 
connaîtra déjà le côté AK , l'angle ARM, et l'inclinaison du 
plan AKM sur la hase; il suffira donc d'avoir pour nouvelle 
donnée l'angle MAK. C'est ainsi que le nombre de données 
nécessaires pour déterminer un 'polyèdre absolument et 

d'une manière unique, se réduira toujours au nombre de ses 
arêtes A. 

Le côté AB et un nombre A — i d'angles donnés détermi^ 
ncnt un polyèdre; un autre côté à volonté et les mêmes 
angles détermineront un polyèdre semblable. D'où il suit que 
le nolnbre de conditions nécessaires pour que deux polyèdres 
de la même espèce soient semblables , est égal au nombre 
des arêtes moins un* 

La question qu'on vient de résoudre serait beaucoup plus 
simple si on ne connaissait pas l'espèce du polyèdre , mais 
seulement le nombre de ses angles solides S. Déterminez 
alors trois sommets à volonté par le moyen d'un triangle où 
il y aura trois données ; ce triangle sera regardé comme la 
base du solide , ensuite les sommets hors de cette base se- 
ront au nombre de S — 3 ; et la détermination de chacun 
exigeant trois données , il est clair que le nombre total de 
données nécessaires pour déterminer le polyèdre, sera 3 + 
3 (S— 3), ou 3 S— 6. 

Il faudra donc 3 S — 7 conditions pour que deux polyè- 
dres qui ont un égal nombre S d'angles solides soient sem- 
blables entre eux. #' 

NOTE IX. 

Sur les polyèdres réguliers. ( Voyez V appendice 

au UvreVII.) 

Nous nous sommes attachés dans la proposition II de cet 
appendice à démontrer l'existence des cinq polyèdres régu- 
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lier», c'est-à-dire, la possibilité d'arrangerun certain nombre 
de plans égaux de manière qu'il en résulte un solide uniforme 
dans toute son étendue. Il nous a paru que dans d'autre* 
ouvrages on suppose cet arrangement existant, sans trop 
en rendre raison; ou bien on ne le démontre, comme a 
fait Euclide , que par des figures compliquées et difficiles 
à entendre. 

Le problème de déterminer l'inclinaison de deux faces 
adjacentes du polyèdre et celui de déterminer les rayons 
des sphères inscrite et circonscrite, sont réduits dans les 
problèmes III et IV à des constructions fort simples ; mais 
il ne sera pas inutile d'appliquer à ces mêmes problème^ le 
calcul trigonométrique qui fournira d'ailleurs de nouvelles 
propositions. 
fig. 2112. Soient a , b , c, les trois angles plans qui composent l'angle 
solide O , et soit proposé de trouver l'inclinaison des plans 
où sont les angles a et b , on décrira du centre O le triangle 
sphérique ABC, dans lequel on connaîtra les trois cotés 
BCm=« , AC=b , AB=c , et il faudra trouver l'angle C 
compris entre les cotés a et b. Or , par les formules con- 

_ cos c— cos a cos b 

nues, on a cos C= : : — Cette formule appli- 

sm a sin b 

quée aux cinq polyèdres réguliers , va nous faire connaître 

l'inclinaison de deux faces adjacentes dans chacun de ces 

solides. 

fig. a/»3. Dans le tétraèdre, les trois angles plans qui composent 

l'angle solide S , sont des angles de triangles équilatéraux ; 

soit donc la demi-circonférence ou l'arc de 20o o =w, on 

, , _ cos a — cos* a 

aura « = o = c=zj« ; donc cos C= — 



sin 3 a 



cos a ( i — cos a) cos a 

i i^^ , mais on sait que cosfir=r 

i — cos a a i-4-cosa 

ë 
-, donc cos C = f-. r 

fig. 244. Dans l'hexaèdre ou cube , les trois angles plans qui for- 
ment l'angle solide A, sont des angles droits, ainsi on a 
az=hz=c=i\ « , et cos a=o; donc cos C=o. Donc l'angle 
de deux faces adjacentes 7 est un angle droit. y 

fig. 245. Dans l'octaèdre , si l'on fait a = DAS=£ir, 6=DAT 

, tac—» n cos^ir— COS a yw. 

= T 7r, c=TAS=^irj on aura cos C= : 

Binait 
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Or, cos-- w = o, cos-jir=:-j,sin-3-ir=7 V 3; donc cos C= 
— -j. D'où Ton voit que l'inclinaison des faces de l'octaèdre 
et l'inclinaison des faces du tétraèdre sont suppléments Tune 
de l'autre. 

Dans le dodécaèdre , un angle solide est formé; de trois fi g« 2 4& 
angles plans égaux , chacun , à l'angle d'un pentagone 
régulier ; ainsi , en faisant tf = £ = e=|w, on aura 
cos a . . . i — 1/5 



9 



I 



cos C = ' mais cosf-7r=*— sm-~7r = 

i 4- cos a 

i — y/ 5 i % 

donc cos C = =— — z , sin C = — > et tàngC:= 

5— v/5 1/5 V/5 

— a. 

Dans l'icosaèdre, il faut faire c=.C B' D' =}^, a= fig. 247* 

^,. ^, . , ^ COST1T-— COS717 

fc=C B' A'z^w, et on auracos C= r-^ = 

sin y ir 

if» — V/5) — ± — v/5 

~ — - = 5 donc sin C=4. Telles sont les 

7 $ 

expressions très-simples par lesquelles on (Jétermine l'incli- 
naison de deux faces dans les cinq polyèdres réguliers. Mais 
nous remarquerons qu'on aurait pu les comprendre dans 
une seule et même formule. 

En effet , soit n le nombre de côtés de chaque face , m le 
nombre d'angles plans qui se réunissent dans chaque angle 
solide; si, du centre O et d'un rayon=i, on décrit une fig. 248. 
surface sphérique qui rencontre en /?, q , r, l es lignes OA . 
OC , OD , on aura un triangle sphérique p q r /dans lequeï 

on connaît l'angle droit r, l'angle /? = — » et l'angle q=—> 

m n 

on aura donc, par les formules connues > cos q rz=. . • 

sm q 

Mais cos q r= cos C O D = sin CDO = sin^C , C dési- 

cos — 

gnant l'angle CDE 5 donc sin£C= . Formule gêné- 

sm — 
n 

raie qui, appliquée successivement aux cinq polyèdres, 
donnerait *les mêmes valeurs de cos C ou de 1 — 2 sin a ± C 
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qu'on a trouvée» par une autre voie ; pour cela , il faut subs- 
tituer , dans chaque cas , les valeurs de m et n , savoir : 

Tétraèdre, Hexaèdre, Octaèdre, Dodécaèdre , Icosaèdre. 
mzzi 3, o 9 4 » 3 , 5. 
nzzz 3, 4 5 3, $9 3. 

Le même triangle sphérique p q r, d'où l'on vient de 

déduire l'inclinaison de deux faces adjacentes , donne 

CO iç « -^ 

cos pn=cotp cottf , ou ---.=: cot — cot — Donc, sionap- 
■* OA m n 

pelle R le ravon de la sphère circonscrite au polyèdre, 

et r le rayon Je la sphère inscrite dans le même polyèdre , 

on aura — = tang — tang - > d'ailleurs , en faisant le côté 

-a 
ABpza , on a C A = — — * et par conséquent R a =r a -f- 

sin- 
n 



■ 2 W 

sin - 



4 

• Ces deux équations donneront pour chaque polyèdre , 



n 
les valeurs des rayons R et r des sphères circonscrite et 

inscrite. On a aussi , en supposant C connu, r=\ a cot - 

tang^ C et Rz=ja tang— tang ! C. 

Dans le dodécaèdre et l'icosaèdre, on voit que le rapport 

' R 

— a la même* valeur tang ^ tang -• Donc, si R est le môme 

pour tous les deux , r sera aussi le même ; c'est-à-dire , que 
si ces deux solides sont inscrits dans une même sphère , ils 
seront aussi circonscrits à la même sphère , et vice versa. 
La même propriété a lieu entre l'hexaèdre et l'octaèdre , 

R 

puisque la valeur de — est , pour l'un et pour l'autre , 

tang ^ tang-- 

Remarquons que les polyèdres réguliers ne sont pas les 
seuls solides qui soient compris sous des polygones réguliers 
égaux ; car , si on adosse par une face commune deux té- 
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traèdres réguliers égaux , il en résultera un solide compris 
sous six triangles égaux et équilatéraux. On pourrait encore 
former un autre solide avec dix triangles égaux et équilaté- 
raux ; mais les polyèdres réguliers sont les seuls qui aient en 
même temps les angles solides égaux. 

N O T E X. 

Sur l'aire du triangle sphérique. 

Soit i le rayon de la sphère \ 17 la demi-circonférence d'un 
grand cercle ; soient a , b , c , les trois côtés d'un triangle 
sphérique ; A , B , C , les arcs de grand cercle qui mesurent 
les angles opposés. Soit A-f-B-f-C — w=S; et, suivautce 
qui a été démontré dans le texte*, l'aire du triangle sphé- * 23, 7. 
rique sera égale à l'arc S multiplié par le rayon , et ainsi 
sera représentée par S. Or, par les analogies àeNeper, 
on a: 

A -f- B G a — b a+b 

tang : cot — ; ; C os : cos y 

1 2 a % 

de là, tirant la valeur de tang|-(A-f-B), on en déduira 

aisément celle de tang (tA-t-î-B+^C) == — cot~S : on 
aura ainsi 

»i o cot T a co1 t fc-r-cosC 
cot— j "Hz , <% - \ 

sin G 
formule très-simple qui peut servir à calculer l'aire d'un 
triangle sphérique lorsqu'on connaît deux côtés a , £, et 
l'angle compris C. On peut aussi en déduire plusieurs con- 
séquences remarquables. % 

i°. Si l'angle C est constant, ainsi que le produit 

& b , 
cot - cot -, l'aire du triangle sphérique représentée par S , 

demeurera constante. Donc deux triangles CAB, ÇDE, fi g . 12 . 
qui ont un angle égal C , seront équivalents , si on a 
tang^C A : tang^CD :: tang| CE : tang| CB, c'est-à-dire , sv 
les tangentes des moitiés des côtés qui comprennent l'angle 
égal , sont réciproquement proportionnelles. 

a°. Pour fajre sur le côté donné CD et avec le même 
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angle C , un triangle CDE équivalent au triangle donné 
CAB , il faut déterminer CE par la proposition. 

tang T CD : tang T CA :: tang T CB : tang 7 CE. 

3°. Pour faire avec l'angle du sommet C un triangle isos- 
cèle D C E équivalent au triangle donné C A B , il faut 
prendre tang -CD , ou tang T CE , moyenne proportionnelle 
entre tang 7CA et tang T CB. 

a » « cot t a cot 7 & -r- cos C 

4° La même formule cot \ S = : — 

sm C 

peut servir à démontrer d'une manière très-simple la pro- 
position XXVI du livre VII ; savoir , que de tous les trian- 
gles sphériques formés avec deux côtés donnés a et b , le 
plus grand est celui dans lequel l'angle C compris par les 
côtés donnés , est égal à la somme des deux autres angles 
A et B. 

fig. x 3. Du rayon OZ=i décrivez la demi -circonférence VJMZ , 
faites l'arc ZX = C, et de l'autre côté du centre prenez 
OP == cot T a cot 7 b ; enfin joignez PX et abaissez XY per- 
pendiculaire sur PZ. * 

** PY 
Dans le triangle rectangle P X Y on a cot P = -=. = 

cot T a cot \b-\- cos C _ ^ , „ _ t c _ 

r - ; donc P= iS; donc la surface S 

sm C 

sera un maximum , si l'angle P en est un. Or , il est évident 

que si on mené PM tangente à la circonférence, l'angle 

MPO sera le maximum des angles P, et alors on aura MPO 

= MOZ — 7 tt. Donc le triangle sphérique , formé avec 

deux côtés donnés , sera un maximum si on a 7 S = C 

— 7ir,ouC=rA-t-B,ce qui s'accorde avec la proposition 

eitée. 

On voit en même temps , par cette construction , qu'il 
n'y aurait pas lieu à maximum si le point P était au-dedans 
du cercle, c'est-à-dire , si l'on avait cot 7 tt cot 76 < 1. 
Condition d'où l'on tire successivement cot 7 a < tangj^ b y 
tang ( T w — T a) < tang T £, 7 ir — ~a < 7 b, et enfin w 
'< a +b , ce qui s'accorde encore avec le scholie de la 
même proposition. 
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Problème I. Trouver la surface d'un triangle sphérique 
par le moyen de ses trois côtés. 

Pour cela , il faudra dans la formule 

cot | a cot £ b -f- cos C 

cotiS = : r=-- • 

sm G 

substituer les valeurs de sin C et cos C exprimées en a , b , c : 

^ cos c — cos a cos b 

or, on a cos C = : : — ; et cot £ a «ot \ bz=i 

sin a sin 6 

I-j-COStf i~hcosè 

i# . — — j de la résulte : 

sin a sin b 

_ , , i +cos«-f-cos.é-4-cosc 

COS C + COt 7 a COt i 0= ' : : 

sin a sm b ' 

Ensuite la valeur de cos C donne 

. a-\-b-\-c . a-\-b — c 
a sin sin 



cos c— cos(aA-b) 
i-HcosC= : ±-z — -= 



2 2 



sin a sin b sin a sin 6 

. a-\-c — b £-|-c— a 

zsm sin 

cos (a — o) — cosc a a 

! C0SC= ~ tt-t = : : — 7 

sin a sin 6 sin a sin a 

Multipliant ces deux quantités entre elles et extrayant la 
racine du produit , on aura 

/ . <z-4-&-4-c ., #-{-£*— c . a | €• b . b-\-c — a\ 

2i/( sin sin-^ sin sm J 

. - V % a a a / . 

sm C= ; : — r- : 

sin a sin b 

donc enfin 

_ i-4-cos a -f- cos 6 H- cos c 



i 

/• a 

'( sm - 



-t-M-c . «+£ — c . a-\-c—b . H-ûî-^N 

sin sin— sin — J 

2 2 a * / 



Cette formule résout le problème proposé, mais on peut 
parvenir à un résultat encore plus simple. 
Pour cela reprenons la formule 

cot ± a cot-j b-\- cos C 

cot^S= S ~-^ > 

sin C 

nous en tirerons d'abord i -f-cot a ~S, ou 

i cot a ±acot a j^H-acot-^cot^&cosC-l-i 

sin a iS sm C 
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Or , la valeur de cos C donne a cot 4- <* cot ~ b cos C = 

cos c-—a cos a cos b ' ' 

; ; mettant dans le numérateur , au 

asin a jûsin a ^6 

lieu de cos c , cos a , cos b , leurs valeurs i — a sin* f c, 

x — a sin • ± a , i — a sin a T 6 , et réduisant , on aura 

_ „ sin 8 T a-hsin a f& — sin a T c 

a cot ^ * cot £ 6 cos C =r- r-r- t — . , , , 2. 

sin a 7 tfsm a 7 ô 

1— sin a 7 a 1— 'sin a 7 6 
Onad'ailleurscot a 4ds.cot* 7 £:= — . * , * — . , t , - = 
« un Ja sin** 7 6 

X— sin a j<3 — sin a \b 



sin a 7 asin a 7 b 



•+- 1 . Donc 9 en substituant ces va- 



1 1 — sm a T c 



leurs , on aura = *—: , ce qui donne 

sin a T S sin a 7 *sin a 7 &sin a C H 

. ,0 sin 7 asin T £sinC 
sm 7 S = , et , en remettant la valeur de 



sin C , on a 



cos je 



, . 1 \ b \ c . a \ b c . a-^-c — b . b-\-c — a\ 

^/[ sm sin sm sm ) 

..«Va a a a / 

5in 7 S= 



[ sm- 



a cos 7 a cos 7 6 cos 7 c 




Formule commode pour le calcul logarithmique. 

Si on" multiplie celle-ci par la valeur de cot 7S, il en 
résultera 

iH-COSO-hCOSÔ-j-COSC COS* 7 a-f-COS* 7 Ô-HïOS* T C 1^ J 

4cos 7 «eos 7 &ços 7 c a cos \a cos 7 £ cos 4- c , 

Nouvelle formule, qui a l'avantage d'être composée de ; 
termes rationnels. 

t* i' *• **" -cos- S 
JJe la on tire encore , ou 

sin T S 

1— cos a 4«— cos *■£■£— COS^C+acÔSYTlCOSYftcOSYC 

tangos =: : — — — • 

V . a-{-b-\^c . a-{-b — c . a-{-c — b . b-\-c — a\ 

y>i sin* sm sin sm ] 

\ a # a % a y 

Or le numérateur de cette expression peut être mis sous 

la forme 

(1 — cos a 7 a) (1 — cos a T 6) — (cos T acos T & — cos^c) 1 , 

laquelle se décompose en deux facteurs , savoir : 

sin 7 « sin 7 &+cos T tfcos T ô--cos T c et sin 7 «isin 7 £--€OS 7 tfcos 7 & 

~f-cos 7 c; ceux-ci se réduisent ultérieurement; le premier 

à cos ( 7 a— 7 6)- cos-! cria sin «— . sin : — , le second 



note x 3in 

a \ b \ c a. I ' h c 
à cos~c-— éos (-j^+T^) = 2 sin sin . Donc 

4 4 

. < H ft- t c . a-\-b — c . û-f-o — 6 . b-\~c — a 
4 sin sin sin sin 

tang^Srr 



(. a-+-b-±-c . «-f-£— -c . a-f-o— £ . b-\-c — a\ 
sin sin sm sin l 

Maisona ^£ =v , C *»■*/>, N = „ ( • ung.,,) ; 
y/ sin/? \2 sm^/? cos-pj x 

donc enfin 

_ / a-\-b-{-c a-\-b—c a-\-c—b b-\-c — a\ 
tang|S=\/ (tang — tang — tang — tang — J . 

Cette formule très-élégante est due à Simon Lhuillier 

Problème ii. Etant donnés les trois côtés BC — a, AC — b , %• *4- 

ÀB :=r c» déterminer la position du point \, pâle du cercle 

circonscrit au triangle ABC. 

* 
Soit l'angle ACI=.r, et l'arc AI = CI=BI=:ç ; dans 

les triangles CAI , CBI , on aura par les formules connues 

cosç — cos&cosç i— cos£ sine 

cos ac=. . , . = : — 7— cot 9= — : v cot ? ? 

sin b smq> sin b i-f-coso 

i — cos a cos ( C — x ) 

cos(C — #)= ; cot y. Done - — - -> ou 

sin a cos x 

. „ (' i + cos b ) ( i — cos a ) . , . 

cos C + sin C tang x-=. \ : — — » substi* 

sin a sin b 

tuant daus cette équation les valeurs de. cos C et sin C 

exprimées en a , 6, e , et faisant ^pour abréger , 

M= \/ ( i — cos a « — «os a &— -cos a c+ a cos a cos ôcos c), 

i-f-cos£ — cosc COStf 

on en déduira tang x-=z ■ 5 formule 

M 

qui détermine l'angle ACI. On peut observer qu'à cause 
des triangles isoseèles ACI, ABI, BCÏ, on a ACI = 
i(C-f-A — B); on aurait de même BCI=^(B + C — A), 
BAI=T(.A-f-B — C), De là résultent ces formules remar- 
quables : v ■ 

iH-cos b — cos# — cosc 
tang^ (A+C— B)= 



tang|(B+C— A) = 



M 
i-f-coSa— cosô— cos c 

M 
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_ _ N i-J-cosc — cosa — cos& 
tai.gi(À+B-C)= : ' 

auxquelles on peut joindre celle qui donne cot~ S , et qui 

peut se mettre sous la forme. 

_ _ N — i — cos<z-r-cos£ — cosc 

tangi ( A+B+C)== • 

M 

La valeur de tang x qu'on vient de trouver , donne 

i 2(i-f-cos6)(i — cos cVi— cosa) 
i-f-tang'*ou ^ — J^r ii_^ il: 1 

cos x M 

i6cos a j-6sin a 7csin a ~^. 

1 4 cos-^6 sin|c sinj tf 

donc = — • Mais de lequa- 

cosor M 

ï — cos h 
tion cos x = — : — 7 — cot 9 = tang \ b cot 9 , on tire 

sin 

tang|£. 4 sin -a sin \ b sin 4. c 

tang 9 = — 9 donc tang & =: - i- 

cos x ' M 

2 sin - a sin 7 & sin \ c 

/ . a-4-b — c . a-\-b — c . a-\-c-—b . b-\-c — a\ 

x/ i sin sin sin sin ) 

\ 2 2 2 2 J 

Problème m. Déterminer sur la surface de la sphère la 
ligne sur laquelle sont situés tous les sommets des triangles 
de même base et de même surface. 

fiç. i5. Soit ABC l'un des triangles sphériques dont la base 
commune est ABrre, et la surface donnée A-j-B+C — 
«jt=S. Soit IPK une perpendiculaire indéfinie élevée sur 
le milieu de AB ; ayant pris IP égal au quadrant , P sera le 
pôle de Tare AB , et Tare PCD mené par les points P , C , 
sera perpendiculaire sur A B. Soit I Dzzip , C D =r q ; les 
triangles rectangles ACD , BCD , dans lesquels on a AC= b , 
BCt= a , AD=p -^r ^ c , BD==p — i c ,♦ donneront cos a = 
cos q cos (/? — ~ c) > cos £=cos q cos (/>+4 c). Mais on 
a trouvé ci-dessus : 

1 -f- co s <r+ cos b -|- cos c . 

cot — S = : •— — ■ — - — > 

sin a sin b sin C 
substituant dans cette formule les valeurs cos a *+- cas bz=z 
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a cos q cos/? cos^ c , i ~ cos c = 2 cos* 7c, sin 6 sin C = 
s in c sin B = a sin \ c cos-i c sin B ; on aura 

cos 4 c + cos p cos <i 

cot^S= — / . ^ 5L- 

sin a sin 7 c sin B 

D'ailleurs dans le triangle rectangle BCD , on a encore 

. « 1 « o co *^ c-f-ros p cos q 
sin a sin B= sm q ; donc cot \ S= *- f -> 

sin-~ c sin q 
ou cos/? cos 2 = cot 7 S sin T c sin q — ;Cos T c,* c'est la rela- 
tion entre p et q qui doit déterminer la ligne sur laquelle 
sont situés tous les points C 

Ayant prolongé IP d'une quantité PK= x , joignez, KC 
et soit KC=zj; dans le triangle PKC, où l'on a PC = 
"Jw 1 — q et l'angle KPC=tc — p, le côté KC se trouvera 
par la formule cos KC=cos KPC sin PR sin PC -f- cos PK 
cos PC , ou 

cos jrzrz sin q cos x — sin x cos q cosp ; 
dans laquelle substituant au lieu de cos q cosp sa valeur 
cot - S sin£ c sin ç— -cos |c, on aura 
cos y = sin x cos 7 orf- sin £ ( cos x — sin x cot 7 S sin 7c). 
I>e là on voit que si l'on prend cos x — sin x cot - S sin ±c=o 9 
ou cot jrzrrcot - S sin~ c, on aura cos y = sin .z cos 7 c, et 
ainsi la valeur dey deviendra constante. 

Donc si après avoir mené l'arc IP perpendiculaire sut le 
milieu de la base AB , on prend au-delà du pôle la parti» 
PK telle que cot PK=cot £ S sin 7 c , tous les sommets des 
triangles qui ont la même base c et la même surface S, 
seront situés sur le petit cercle décrit du point K comme 
pôle à la distance KC telle que cos KC = sin PK cos 7 c. 

Ce beau théorème est dû à Lexell. (Voyez le tome V, 
part. I des nova+Âcta Petropolitana.) 

NOTE XL 
Sur la proposition III, livre VII. 

Cette proposition peut être démontrée plus rigoureu- 
sement en la ramenant aux lemmes préliminaires , de la 
manière suivante. 

Je dis d'abord que la surface convexe terminée par les 
arêtes AF, BG, et par les arcs AwB, F.rG, ne saurait fig.a£». 

21 
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être plus petite que le rectangle ABGF , partie correspon- 
dante ae la surface du prisme inscrit. 

En effet, soit S la surface convexe dont il s'agit, et soit, 
s'il est possible, le rectangle ABGF ou ABx AF = S4-M, 
M étant une quantité positive. 

Prolongez la taniteur A F du prisme et du cylindre jus- 
qu'à une distance AF' égale à n fois AF^ n étant un 
nombre entier quelconque ; si Ton prolonge en même temps 
le cylindre et le prisme , il est clair que la surface convexe 
S' comprise entre les arêtes AF', BG', contiendra n fois la 
surface S, de sorte qu'on aura S'=*S, et pareeque 
«XAF±^AF\ on aura ABxAF'=«S-r-«M=e:S' +*M- 
Or n étant un nombre entier à volonté et M une surface 
donnée, on peut prendre n de maniéré qu'on ait »M plus 
grand que le double du segment A u B , puisqu'il suffit pour 

cela de faire »> — — - j donc alors le rectangle ABxAF' 

ou la snrfaçe plane ABG'F' serait plus grande que la sur- 
face enveloppante , composée de la surface convexe S' et 
de deux segments circulaires égaux A«B, F'jp'G'. Or, au 
contraire , la seconde surface est plus grande que la pre- 
mière, suivant le premier lemme préliminaire) donc, i° on 
ne peut avoir S < ABGF. 

Je dis en second lieu que la même surface convexe S ne 
«aurait être égale à celle du rectangle ABGF. Car suppo- 
sons, s'il est possible, qu'en prenant A£=AB , la sur- 
face convexe AMK soit égale au rectangle AFKE; par un 
point quelconque M de l'arc AME, menez les cordes Ait , 
ME, et élevez MN perpendiculaire sur le plan de la base. 
Les trois rectangles AMNF , MERN , AË£F , ayant même 
hauteur, sont entre eux comme leurs bases AM , ME , AE. 
Or on a AM -+- ME> AE , donc la somme des rectangles 
AMNF, MEKN est plus grande que le rectangle AFKE. 
Celui-ci est équivalent par hypothèse à la surface convexe 
AMK-, composée des deux surfaces partielles AN, MK. 
Donc la somme des rectangles ÀMNF, MEKN est plus 
grande que la somme des surfaces convexes correspondantes 
AN , MK. Donc il faudra que l'un au moins des rectangles 
AMNF , MEKN soit plus grand que la surface convexe 
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correspondante. Cette conséquence est contraire à la pre- 
mière partie déjà démontrée. Donc , a° la surface convexe 
S ne saurait être égalé à celle du rectangle correspondant 
ÀJBGF. 

Il suit de là qu'on a S>ABGF, et qu'ainsi la surface 
convexe du cylindre est plus grande que celle de tout 
prisme inscrit. 

Par un raisonnement absolument semblable , on prou- 
vera que la surface convexe du cylindre est plus petite que 
celle de tout prisme circonscrit. 

NOTE XII. 
Sur l'égalité et Id similitude des polyèdres. 

On trouve à la tête du Xle livre d'Euclide , les défini- 
tions 9 et 10 ainsi conçues: 

9. Deux solides sont semblables , lorsqu'ils sont compris 
sous un même nombre de plans semblables chacun à 
chacun. 

10. Deux solides sont égaux et semblables , lorsqu'ils 
sont compris sous un même nombre de plans égaux et 
semblables chacun à chacun. 

L'objet de ces définitions étant un des points les plus 
difficiles des éléments de géométrie, nous l'examinerons 
avec quelque détail, et nous discuterons en même temps 
les remarques faites à ce sujet par Robert Simson dans son 
édition des éléments , pag. 388 et suiv. 

D'abord nous observerons avec Robert Simson que la 
définition 10 n'est pas proprement une définition, mais 
bien un théorème qu'il faudrait démontrer ; car il n'est 
pas évident que deux solides soient égaux par cela seul 
qu'ils ont les faces égales ; et , si cette proposition est vraie , 
il faut la démontrer soit par la superposition, soit de toute 
autre manière. On voit ensuite que le vice de la défini- 
tion 10 est commun à la définition 9. Car, si la définition ici 
n'est pas démontrée , on pourra croire qu'il existe deux 
solides inégaux et dissemblables dont les faces sont égales; 
mais alors , suivant la définition 9 , un troisième solide qui 
aurait les faces semblables à celles des deux 'premiers, serait 
semblable à chacun d'eux , et ainsi, serait semblable à deux 

ai. 
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cprps de différente forme , conclusion qui implique contra- 
diction, ou du moins qui ne s'accorde pas avec l'idée qu'on 
attache naturellement au mot semblable» 

Plusieurs propositions des XI et XII e livres d'Euclide 
sont fondées sur les définitions 9 et 10 , entre autres la 
proposition XXVIII , livre XI , de laquelle dépend la me- 
sure des prismes- et des pyramides. Il semble donc qu'on 
peut reprocher aux éléments d'Euclide , de contenir un 
assez grand nombre de propositions qui ne sont pas rigou- 
reusement démontrées. Mais il y a une circonstance qui 
sert à affaiblir cette inculpation , et qu'il ne faut J>as 
omettre. 

Les figures dont Euclide démontre l'égalité ou la simili- 
tude en se fondant sur les définitions 9 et 10, sont telles 
que leurs angles solides n'assemblent pas plus dé trois angles 
plans : or , si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun , il est démontré assez 
clairement dans plusieurs endroits d'Euclide que ces angles 
solides sont égaux. D'un autre .côte, si deux polyèdres ont 
les faces égales ou semblables chacune à chacune , lés angles 
solides homologues seront composés d'un même nombre 
d'angles plans égaux, chacun à chacun. Donc, tant que les 
angles plans ne sont pas en plus grand nombre que trois 
dans chaque angle solide , il est clair que les angles solides 
homologues sont égaux. Mais , siïes faces homologues sont 
égales et les angles solides homologues égaux , il n'y a plus 
de doute que les solides ne soient égaux ; car ils pourront 
être superposés , ou au moins ils seront symmétriques l'un 
de l'autre. On voit donc que l'énoncé des définitions 9 et 
10 est vrai et admissible, au moins dans le cas des angles 
"solides triples\, qui est le seul dont Euclide ait fait usage. 
Ainsi le reproche d'inexactitude qu'on pourrait faire à cet 
auteur, ou à ses commentateurs*, cesse d'être aussi grave 
et ne tombe plus que sur des restrictions et des explications 
qu'il n'a pas données. 

Il reste à examiner si l'énoncé de la définition 10, qui 
est vrai dans le cas des angles solides triples , est vrai en 
général. Robert Simson assure qu'il, ne l'est pas , et qu'on 
peut construire deux solides inégaux qui seront compris 
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sons un même nombre de faces égales chacune à chacune. 
« Imaginez , dit cet auteur , qu'à nn polyèdre quelconque 
« on ajoute une pyramide , en lui donnant pour base une 
« des faces du polyèdre; imaginez aussi qu'au lieu d'aiouteç 
« la pyramide on la retranche , en formant dans le polyèdre 
«une cavité égale à la pyramide; vous aurez ainsi deux' 
« nouveaux solides qui auront les faces égales chacune à 
« chacune , et cependant ees deux solides seront inégaux ». 

Tel est l'exemple allégué pat Robert Simson pour prou- 
ver son assertion ; mais nous observerons que l'un des solides 
dont il s'agit contient des angles solides rentrants : or , il 
est plus que probable qu'Euclide a entendu exclure les 
corps irrégulier fi qui ont des cavités ou des angles solides 
rentrants ; et qu'il s'est borné aux polyèdres convexes. En 
admettant cette restriction , sans laquelle d'ailleurs d'autres 
propositions ne seraient pas vraies, l'exemple de Robert 
Simson ne conclut point contre la définition ou le théorème 
d'Euclide; nous croyons au contraire, d'après un examen 
approfondi, que ce théorème est très vrai; mais il ne pa- 
rait pas facile d'en donner la démonstration. 

Quoi qu'il en soit, il résulte de ces observations que les 
définitions g et 10 d'Euclide ne peuvent être conservées 
telles qu'elles sont. Robert Simson supprime la définition 
des solides égaux , qui en effet ne doit trouver place que 
parmi les théorèmes ; et il définit solides semblables ceux 
qui sont compris sous un même nombre de plans sembla- 
bles , et qui ont les angles solides égaux chacun à chacun. 
Cette définition est vraie , mais elle a l'inconvénient de 
contenir bien des conditions superflues. Si on supprimait 
la condition des angles solides égaux , on retomberait dans 
l'énoncé d'Euclide ,' qui est défectueux en ce qu'il suppose 
la démonstration du théorème sur les polyèdres égaux. 
Pour éviter tout embarras , nous avons cru à propos de 
diviser la définition des solides semblables en deux parties : 
d'abord nous avons défini les pyramides triangulaires sem- 
blables , ensuite nous avons défini solides semblables ceux 
qui ont des bases semblables , et dont les sommets homo- 
logues hors de ces bases sont déterminés par des pyramides 
triangulaires semblables chacune à chacune. 



3a6 jfOTE xn. 

Cette définition exige pour les bases , en les supposant 
triangulaires , deux conditions , et pour chacun des som- 
mets hors des bases, trois conditions; de sorte que si S est 
le nombre des angles solides de chacun des polyèdres , la 
similitude de ces deux polyèdres exigera a + 3 ( S — 3) 
angles égaux de part et d'autre, ou 3$ — 7 conditions ; 
et aucune de ces conditions n'est superflue ou comprise 
dans les autres. Car nous considérons ici deux polyèdres 
comme ayant simplement le^néme nombre de sommets ou 
d'angles solides; alors il faut rigoureusement, et sans en 
omettre une, les 3 S — 7 conditions pour que les deux 
solides soient semblables ; mais si on supposait avant tout 
qu'ils sont de la même espèce l'un et l'autre , c'est-à-dire 
qu'ils ont un égal nombre de faces , et que ces faces compa- 
rées chacune à chacune ont un égal nombre de côtés , cette 
supposition renfermerait des conditions dans le cas où il 
y aurait des faces de plus de trois côtés , et ces conditions 
diminueraient d'autant le nombre 3 S — 7, de sorte qu'au 
lieu de 3 S— 7 conditions il n'en faudrait plus que A — 1 ; 
sur quoi voyez la note vin. On voit par là ce qui donne 
lieu à la difficulté de poser une bonne définition des solides 
semblables ; c'est qu'on peut les considérer comme étant 
de la même espèce , ou seulement comme ayant un égal 
nombre d'angles solides. Dans ce dernier cas toute difficulté 
est écartée , et il faut que les 3 $ — 7 conditions renfermées 
dans la définition soient remplies toutes pour que les solides 
soient semblables , et on en conclura à plus forte raison 
qu'ils sont de la même espèce. Au reste, notre définition 
étant complète , nous en avons déduit comme théorème la 
définition de Robert Simson. 

On voit donc qu'il est possible de se passer, dans les élé- 
ments , du théorème concernant l'égalité des polyèdres ; 
mais , comme ce/ théorème est intéressant par lui-même, il 
serait à désirer qu'on en trouvât une démonstration gé- 
nérale. 

FIN DES NOTES. 
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TRIGONOMÉTRIE. 



_L a Trigonométrie a pour objet de résoudre les tri- 
angles, c'est-à-dire, de déterminer leurs angles et 
leurs côtés par le moyen d'un nombre de données né- 
cessaire. * 

Dans les triangles rectilignes il suffît de connaître 
trois des six parties qui les composent, pourvu que 
parmi ces parties il y ait un côté. Car si on ne donnait 
que les trois angles, il est visible que tous les triangles 
semblables satisferaient à la question. 

Dans les triangles sphériques trois données quel- 
conques, angles ou côtés, suffisent toujours pour dé- 
terminer le triangle , parceque dans ces sortes de tri- 
angles on ne considéré pas la grandeur absp^ue des 
côtés , mais seulement leur rapport avec le quadrant 
ou le nombre de degrés qu'ils contiennent. 

Dans les profcdêmes annexés au livre II, on a déjà 
vu comment les triangles rectilignes se construisent 
au moyen de trois parties données ; les proposi- 
tions XXIV et XXV du livre V donnent également 
une idée des constructions par lesquelles on pourrait 
résoudre les cas analogues des triangles sphériques. 
Mais ces constructions , qui sont .exactes en théorie , 
nç donneraient qu'une médiocre approximation dans 
la pratique (i) , à cause de l'imperfection des instru- 

(i) Il faut distinguer en effet les figures qui ne servent qu'à di- 
riger le raisonnement pour la démonstration d'un théorème ou la 
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ments dont elles exigent l'emploi : on les appelle des 
méthodes graphiques. Les méthodes trigonométriques , 
au contraire, indépendantes de toute opération méca- 
nique , donnent les solutions avec tout le degré 
d'exactitude qu'on peut désirer : elles sont fondées 
sur les propriétés des lignes appelées sinus, cosinus, 
tangentes, etc. , au moyen desquelles on est parvenu 
à exprimer d'une manière très-simple les relations qui 
existent entre les côtés et les angles des triangles. 

Nous allons d'abord exposer les propriétés de ces 
lignes et les principales formules qui en résultent; 
formules qui sont d'un grand usage dans toutes les 
parties des mathématiques, et qui fournissent même 
à l'analyse algébrique des moyens de perfection- 
nement. Nous les appliquerons ensuite à la résolu- 
-tion des triangles rectiiignes et à celle des triangles 
sphériques. 

Division de la circonférence. 

i. Jusqu'à ces derniers temps les géomètres s'étaient 
accordés à diviser la circonférence en 36o parties 
égales appelées degrés, le degré en 60 minutes, la 
minute en 60 secondes \ etc. Ce mpde présentait 
quelques facilités dans la pratique , à cause du grand 
nombre de diviseurs de 60 et de 36o : mais il était 
réellement sujet à l'inconvénient des nombres^ com- 
plexes, et il nuisait souvent à la rapidité du calcul. 

Les savants , à qui on doit l'invention du nouveau 
système des poids et mesures , ont pensé qu'il y aurait 
un grand avantage à introduire la division décimale 
dans la mesure des angles. En conséquence ils ont 

1. 

solution d'un problème, des figures que l'on construit pour con- 
naître quelques-unes de leurs dimensions. Les premières sont tou- 
jours supposées exactes ; les secondes , si elles ne sont pas tracées 
exactement, donneront des ré^ltats faillite. 
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regardé comme unité principale le quart de circon- 
férence ou le quadrant, mesure de l'angle dçoit , et 
ils ont divisé cette unité en ioo parties égales appe- 
lées degrés, le degré en ioo minutes, et la minute on 
ioo secondes. 

Nous n'emploierons désormais que la nouvelle 
division ou la division décimale de la circonférence. 
C'est celle qui convient le mieux à la nature de notre 
arithmétique, et qui est la plus propre à abréger les 
calculs. 

ii. Les degrés. , minutes et secofides se désignent 
respectivement par les caractères °, ', " : ainsi l'ex- 
pression i6° 6' ^5", représente un arc ou un angle de 
16 degrés 6 minutes y5 secondes. Si on rapportait ce 
même arc au quadrant pris pour unité, il s'expri- 
merait par o, 160675. On voit en même temps que 
l'angle mesuré par c#t arc, est à l'angle droit :: 
160675 : ioqoooo, rapport qu'on ne déduirait pas 
aussi facilement des expressions conformes à l'an- 
cienne division de la circonférence. 

Les arcs et les angles sont exprimés indistinc- 
tement dans le calcul par des nombres de degrés, 
minutes et secondes. Ainsi nous désignerons l'angle 
droit ou le quadrant par ioo° , deux angles droits 
ou la demi - circonférence par 200% quatre angles 
droits ou la circonférence entière par 4oo° ; ainsi de 
suite. ; 

m. Le complément d'un angle ou d'un arc est ce 
qui reste ed retranchant cet angle ou cet atfcde ioo°. 
.Ainsi un angle de 25° 4q' a pour complément, 
*j 4° 60 ' ; un angle de 12° 4' 62" a pour complément, 

En général, A étant un angle ou uu arc quelcon- 
que, ioo° — A est le complément de cet angle ou de 
cet arc. D'où l'on voit que, si l'angle ou l'arc dont il 
s'agit est plus grand que ioo°, son complément sera 
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Vhi. A mesure que le point M s'avance vers D, 
le', sinus augmente , ainsi que la tangente et la sé- 
cante ; mais le cosinus , la cotangente et la: cosécante 
diminuent. 

. Lorsque le point M se trouve au milieu de AD, 
ou lorsque l'arc AM est de 5o° , ainsi que son com- 
plément MD, le sinus MP est égal au cosinus MQ 
ou CP, et le triangle CMP, devenu isoscele, donne 
la proportion MP : CM :: i : y^a, ou sin 5o° : R :: 

R 

i : 1/ 2. Doncsin 5o°= cos 5o° =— — =-^ R 1/ 2. Dans 

ce même cas le triangle CAT devient isoscele et égal 
au triangle CDS ; d'où l'on voit que la tangente de 
5o° et sa cotangente sont toutes deux égales au rayon, 
et qu'ainsi on a tang 5o =co/:5o =R. 

ix. ,L'arc AM continuant d'augmenter , le sinus 
augmente jusqu'à ce que le point M soit parvenu en 
D : alors le sinus est égal au rayon , et le cosinus est 
zéro. On a donc sin ioo a =R et cos ioo°=o ,• et l'on 
peut remarquer que ces valeurs sont une suite de 
celles que nous avons trouvées pour les sinus et 
cosinus de -l'arc zéro; car le cpmplément de ioo° 
étant zéro, on a sin ioo° — cas o°=s=R et cos ioo°= 
sin o°=o. 

Quant à la tangeinte , elle augmente d'une manière 
très-rapide à mesure que le point M s'approche de 
D; et enfin lorsqu'il est parvenu en D, il n'existe 
plus proprement.de tangente, parce que les lignes 
AT , CD , étant parallèles , ne peuvent se rencontrer. 
C'est ce qu'on exprime en disant que la tangente de 
ioo° est infinie, et on écrit tang ioo°=oo . 

Le complément de ioo° étant zéro, on a tang o = 
cot ioo° et co* o = tang ioo°. Donc cot o = oo et 
eoc ioo°=o. 

x. Le point M continuant à avancer de D vers B, 
les sinus diminuent et les cosinus augmentenrt. Ainsi 
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on voit que l'arc AM' a pour sinus M'P' , et poar 
cosinus M'Q ou CP'. Mais l'arc M'B est supplément 
de AM', puisque AM' + M'B est égal à une demi- 
circonférence; d'ailleurs si l'on mené M 'M parallèle 
à AB, il est clair que les arcs ÂM, BM', compris 
entre parallèles, seront égaux, ainsi que les perpen- 
diculaires ou sinus MP, M'P'. Donc le sinus d'un 
arc au d'un angle est égal au sinus du supplément de 
cet arc ou de cet angle. 

L'ar** ou l'angle A a pour supplément 200 — A : 
ainsi on a en général 

sin A = sin ( 200 — A ). 
J»a même propriété s'exprimerait aussi par l'équation 
sin ( ioo° 4- B) = sin ( ioo° — B) , B étant rare DM 
ou son égal DM'. 

xi. Les mêmes arcs AM', AM qui sont supplé- 
ments l'un de l'autre , et qui ont des sinus égaux , 
ont aussi les cosinus égaux CP ' , GP ; mais il faut 
observer que ces cosinus sont dirigés dans des sens 
différents. Cette différence de situation s'exprime 
dans le calcul par l'opposition des signes : de sorte 
que si on regarde comme positifs , ou affectés du 
signe -f-, les cosinus des arcs moindres que ioo°, il 
faudra regarder comme négatifs ou «affectés du signe 
— , les cosinus des arcs plus grands que ioo°. On aura 
donc en général 

cos A=2 — cos (200 — A.) y 
ou cos ( 1 oo° 4- B ) = — cos ( 1 oo° — B ) ; c'est-à-dire , 
que le cosinus d'un arceau d'un angle plus grand que 
ioo° est égal au cosinus de son supplément , pris 
négativement.. 

Le complément d'un arc plus grand que ioo° 
étant négatif *, il n'est pas étonnant que le sinus de * m. 
ce complément soit négatif ; mais pour rendre cette 
vérité encore plus palpable, cherchons l'expression 
de la distance du point A, à la perpendiculaire MP. 
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SP on fait Tare AM = x , on aura CP = cos x , et la 
distance cherchée AP s= R — cos x. La même for- 
mule doit exprimer la distance du point A à la 
droite MP, quelle que soit la grandeur de l'arc AM , 
dont l'origine est au point A. Supposons donc que le 
point M vienne en M ' , en sorte que x désigne l'arc 
AM ' , on aura encore en ce point AP ' = R — cos x ; 
donccos*=R— AP'=AC— AP'=— CP'; ce qui 
fait voir que cos x est alors négatif; et parce que 
CP' = CP=co$ (200 — -x), on a cos xzn — cos 
(aoo° — x) , comme on l'a déjà trouvé» 

On voit par-là qu'un angle obtus a le même sinus 
et le même cosinus que l'angle aigu qui lui sert de 
supplément, avec cette seule différence que le cosinus 
de l'angle obtus doit être affecté du signe — . Ainsi 
on a sin i5o° = sinSo° =|R W 2 , et cos i5o° = — 
C0j5o°= — 7R1/2. 

Quant à l'arc ADB égal à la demi-circonférence , 
son sinus est zéro, et son cosinus est égal au rayon 
pris négativement ; on a donc sin 200^=0 , et cos 200 
= — R. C'est aussi ce que donneraient les formules 
sin A = sin (200 — A), et cos A=— cas (200 — A) , 
en y faisant A= 200°. 

xii.. Examinons maintenant ce que devient la 
tangente d'un arc AM' plus grand que ioo°. Suivant 
la définition, elle doit être déterminée par le con- 
cours* des lignes AT, CM'. Ces lignes ne se rencon- 
trent point dans le sens AT, mais elles se rencontrent 
dans le sens opposé AV ; d'où l'on voit que la tan- 
gente d'un arc plus grand que ioo° est négative. 
D'ailleurs si on observe que AV est la tangente de 
fig. 1. l'arc AN supplément de AM' (puisque NAM' est une 
d^mi-cir conférence) , on en conclura que la tangente 
d'un arc ou d'un angle plus grand que 1 oo° est égale 
à celle de son supplément prise négativement, de sorte 
qu'on a 

rang* A=— tang (299 — A). 
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Il en est de même de la cotangente représentée 
par DS' , laquelle est égale, et en sens contraire, à 
DS cotangente de AM. On a donc au^si 

cotA=z — cot (200 — A). 

Les tangentes et les cotangentes sont donc négatives , 
ainsi que les cosinus , depuis ioo° jusqu'à 200 . Et, 
dans cette dernière limite , on a tang 200 =0 et cot 
20O o = — co^o= — 09. 

xui. Dans la trigonométrie il n'y a pas lieu de consi- 
dérer les sinus , cosinus , etc. des arts ou des angles plus 
grands que 200 ; car c'est toujours entre o et aoo° que sont 
compris les angles des triangle» tant rectilignes que sphé- 
riques , et les côtés de ces derniers. Mais dans diverses 
applications de la géométrie , il n'est pas rare de considérer 
des arcs plus grands que la demi-circonférence , et même 
des arcs comprenant plusieurs circonférences. Il est donc 
nécessaire de trouver l'expression des sinus et cosinus de 
ces arcs , quelle que soit leur grandeur. 

Observons d'abord que deux arcs égaux et de signes' 
contraires AM, AN, ont des sinus égaux et de signes 
contraires MP, PN, tandis que le cosinus CP est le même 
pour l'un et pour l'aut/e. On a donc eu général 

sin ( — x ) z= — sin x 

* COS( #)= COSX, 

formules qui serviront à exprimer les sinus et cosinus des 
arcs négatifs. . . 

Depuis o° jusqu'à ao,o° lés sinus sont toujçurs positifs , 
parce qu'ils sont situés d'un même côté du diamètre AB ; 
depuis aoo° jusqu'à 4o©° les sinus sont négatifs , parce qu'ils 
sont situés de l'autre côté de ce diamètre. Soit ABN' == x 
un arc plus grand que 200 , son sinus P'N' est égal à PM 
sinus de l'arc AM=x— aoo°; donc on a en général 

sin x-=z — */« ( je — - aoo° ). 
Cette formule donnerait les sinus entre 200 et koo Q au 
moyen des sinus entre o° et aoo° ; elle donne en particulier 
sin 4oo°= — «/iaoo°=:o; il est évident en effet que si 
un arc est égal à la circonférence entière , les deux extré- 
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mités se confondent en un même point , et le sinus se réduit 



% a zéro. 



Il n'est pas moins évident que , si à un arc quelconque 
AM on ajoute une ou plusieurs circonférences , on retom- 
bera exactement sur le point &, et Tare ainsi augmenté 
aura le même sinus que Tare AM ; donc si C désigne une 
circonférence entière ou 400 , on aura 

sinxr=:sin[C~\-x)z=zsin ( a C-f-.r )= jwi( 3 C -+-x) etc. 

La même chose aurait lieu pour les cosinus, tangente , etc. 

Maintenant, quel que soit l'arc proposé x, il est facile de 
voir que son sinus pourra toujours s'exprimer, avec un 
signe convenable, par le sinus d'un arc moindre que ioo°. 
Car d'abord on peut retrancher de l'arc x autant de fois 
4oo° qu'ils peuvent y être contenus ; soit le reste y , on 
aura sin x=siny. Ensuite si y est plus grand que 200 , on 
feraj- = 20o° -f-s, et on aura sinyzzi. — sinz. Tous les cas 
sont donc réduits à celui où l'arc proposé est moindre 
que 200 , et comme d'ailleurs on a sin (ioo°-|-.r) = — 
sin ( ioo° — x) , il est clair qu'ils se réduisent ultérieurement 
au cas où l'arc proposé est entre zéro et ioo°. 

siv. Les cosinus se réduisent toujours aux sinus en vertu 
de la formule cos A=zsin ( ioo° — À ) ; ainsi, sachant éva- 
luer les sinus dans tous les cas possibles , on saura de même 
évaluer les cosinus. Au reste, on voit directement parla, 
figure que les cosinus négatifs sont séparés des cosinus po- 
sitifs par le diamètre DE ; en sorte que tous les arcs dont 
l'extrémité tombe à gauche de DE ont nn cosinus positif, 
tandis que ceux dont l'extrémité tombe à droite ont un 
cosinus négatif. ■ 

Ainsi deb° à ioo° les cosinus sont positifs , de ioo° à 3oo° 
ils sont négatifs ,' de 3op° à 400 ils redeviennent positifs ; 
et après une révolution entière, iïVprennent les mêmes 
valeurs que dans la révolution précédente , car on a aussi 
cos ( 4oo° -f- x ) = cos x. 

D'après ces explications, il est aisé de voir que les sinus 
et cosinus des arcs multiples du quadrant , ont les valeurs 
suivantes : 
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stn o°r= 



sm 200 =0 
sin 4oo =o 
sin 6oo°=:o 
sin 8oo°=o 
etc. 



sin 1.00°= R 
sin 3oo°= — R 
ji/i-5oo =R 
râ 700°= — R 
w« ^oo = R 
etc. 



cpj o"=R 






«w aoo u =— R 
<?<w 4oo a =R 
co* 6oo Q =; — R 
cof 8oo°==:R 
etc. 



337 

cos ioo°^=o 
cos 3oo°=o 
vos 5oo°=:o 
cos 700°= o 
cos 9po°=o 
etc. 



En général A désignant un nombre entier quelconque , on 
aura sin ià. xoo°=:o, sin^A+i). ioto°=R,fwi(4^ — 1). 
ioo°= — R, cos (a*-f-i). ioo°=o i cos Ift. ioo° = R, 
cos (4^ + a). ioo°=: — R. 

Ce que nous Tenons de dire des sinus et cosinus nous dis- 
pense d'entrer dans aucun détail particulier sur les tan- 
gentes , cotangentes , etc. des arcs plus grands que ao©° ; car 
les valeurs de ces quantités sont toujours faciles à déduire 
de celles des sinus et cosinus des mêmes arcs , ainsi qu'on le 
verra par les formules que nous allons exposer. 

Théorèmes et formules concernant les sinus, 
cosinus, tangentes 9 etc. 

xv. Le sinus d'un arc est la moitié de la corda 
qui sous* tend un arc double. 

Car. le rayon CA, perpendiculaire à MN, divise fi u 
en deux parties égales la corde MN et Tare sous- 
tendu M AN ; donc MP, sinus de Parc MA, est la 
moitié de la corde MN qui sous -tend Tare M AN, 
double de MA. 

La corde qui sous -tend la sixième partie de la 

. 4oo° 
circonférence , est égalé au rayon ; donc sm — — 

ou sin 33°j.=7R, c'est-à-dire que le sinus du tiers 
de l'angle droit est égal à la moitié du rayon. 

xvi. Lequarré du sinus d 9 un arc plus le quarré 
de son cosinus est égal au quarré du rayon , de 
sorte qu'on a en général sin* A+ cos* A =zîL* (1). 

(1) Ou désigne ici par sin* A le quarré de sin A, et semnlabU- 
ment par cos* A le quarré de cos À. 

2* 



I 
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Cette propriété resuite immédiatement 'du triangle 

rectangle CMP, où l'on a MP + CP=CM. 

Il s'ensuit qu'étant donné le sinus d'un arc on 
trouvera son cosinus, et vice versa, au moyen des 
formules cos A = db W (R a — sin % A) , sin A = ± 
1/ (%* — cos* h). Le double signe dé ces formules 
vient de ce que le même sinus MP répond à deux 
arcs AM , AM' , dont les cosinus CP, CP' sont égaux 
et de signes contraires 9 et dé ce que le même cosinus 
CP répond à deux arcs AM , AN dont les sinus 
MP, PN sont pareillement égaux et de signes con- 
traires. 

Ainsi , par exemple, ayant trouvé sin 33° f=-î R t 
on en déduira cos -33° | ou sin 66* f = W (R a — ;- R*) = 
V/{R a ;=|Rl/3. 

xvii. Etant donnés les sinus et cosinus de 

Tare A , on peut trouver les tangente, sécante 9 

cotangente et cosécanté du même arc au moyen 

des formules suivantes : 

R*MÀ , . R a . R<?o*À 

tans A = — — r- , sec A = -, cot A = — : — — , 

^ cos A 7 cos A* sin A 

cosec A = — — r . 

sin A 

En effet les triangles semblables CPM, CAT, CDS 
donnent les. proportions : 

CP:PM :: CA: AT<mcos A:sinA:: R: tangA=z 



CP: CM :; CA : CT ou cos A : R :: R : sec A = 

K 

PM:CP::CD:DSouw/*A:cqsA::R:co*A= 



cos A 
R* 



cos A 
Rcos A 



sin A 
R 1 



PM;CM::CD:CS èu*mA:R::R:co5e'cA= . A 

sin A 
d'où l'on tire les. quatre formules dont il s'agit. On 
peut observer au reste que les deux dernières for* 



- V 
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mules se déduiraient des deux ptèfoieres en mettant 

simplement ioo° — A au lieu de A. 

> i 

Ces formulés donneront les valeurs et les signes 
propres des tangentes, sécantes, etc. pour tout arc 
dont on connaîtra le sinus et le cosinus ; et comme 
4a loi progressive des sinus et cosinus , selon les diffé- 
rents arcs auxquels ils se rapportent , a été suffisam- 
ment développée dans le chapitre précédent, il ne 
reste rien à désirer sur la loi que suivent semblable- 
ment les tangentes, sécantes, etc. 

On peut confirmer aussi par leur moyen plusieurs résul- 
tats qui ont été déjà obtenus relativement aux tangentes ; 
par exemple , si Ton fait A = ioo° , on aura sin A =R , et 

cos A=o, donc tarig ioo°= — , expression qui désigne 

une quantité infinie $ car R a divisé par une quantité très- 
petite, donnerait un quotient très-grand; donc R a divisé 
par zéro donne un quotient plus grand que toute quantité 
finie. Et parceque zéro peut être pris avec le signe -f- ou 
avec le signe — , on aura la valeur ambiguë tang ioo° = 
± oo. 

Soit encore A = aoo° — B , on aura sin A = sin B , et 

A « n R sin B 
cos A = — cos B ; donc tang f aoo° — BJ = 5 = — 

* w N 4 — cos a 

— — tangB , ce qui a'accorde avec l'art, xn. 

cos B y 

xviii. lies formules de l'article précédent, com- 
binées entre elles et avec l'équation sin* A -f- cos* A 
=R a , en fournissent quelques autres qui méritent 
attention. 

R a #m* A 

On a d'abord R a + tang* A = R' + c0f > A 

= R>(^A+c^A) = Jg> QncRa + /g A 

cos* h. cos 9 A' 

= séc* A , formule qui se déduirait immédiatement v 

du triangle rectangle CAT ; on aurait de même , 

22. 
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par les formules ou par le triangle rectangle CDS, 

R* -h coi % A = cosêc* A. 

Enfin, si on multiplie entre elles les formules 

R sin A. RcosA 

tans A=- r~ * cot A = — : — — , on aura tans A 

R* 
X c<tf A*= R a , formule qui donne cot A = -, 

• 

R* 
et Ja/i^y A = r. On aurait de même cot B =t 

R* 
g. Donc, co* A : cof B :: /a/i# B : tang A ,• c'est-à- 
dire , que les cotangentes de deux arcs sont en raison 
inverse de leurs tangentes 

Cette formule cot A X tangA = &* se déduirait 
immédiatement de la comparaison des triangles sem- 
blables CAT, CDS, lesquels donnent AT : CA :: 
CD : DS, ou tang A : R :: R : cot A. 

xix. Etant donnés les sinus et cosinus de deux 
arcs aefb^o/i peut déterminer les sinus et co- 
sinus de la somme ou de la différence de ces 
arcs, au moyen des formules suivantes : 

. , sin a cas b + sin b cos a 

SinCa + ù)z=: » 

• Jci 

. sin a cas b — sin b cas a 

sut {a—b) = - 

cos a cas b — sin a sin b 



cos (a + b)z=z 
cos (a—b) — 



R 

cos a cos b -f- sin a sin b 



fig. a. Soit le rayon AC = R , l'arc AB = a , l'arc BD — b , 

et par conséquent ABD = a + b. Des points B et D 

abaissez BE, DF perpendiculaires sur AC ; du point 

D menez DI perpendiculaire sur BC , enfin par le 

point I menez IK perpendiculaire et IL parallèle à 
AC. 

Les triangles semblables BCE , ICK donnent le* 
proportions 
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CB:CI::BE:IK:oTiR:co5i::5ma:IK=^^i 

' R 

CB:CI::CE:CKouR:c<wi:: cosai CK = ^-^Î* 

Les triangles DIL , CBE , qui ont les côtés perpendi- 
culaires chacun à cbcun , sont semblables et donnent 
les proportions 

CB.DI :: CE:DL ou R: sin biicosa: DL= =~— 

MX 

An _ nk _. ___ __ _ . _ . __ sin a sin b 

CB: DI :: BE : IL ou R: sinb :: sin a: IL=- 



R 

mais on a 

IK+DL=DF=5i» (a+b), etCK— IL=CF=: 

cos (a + b). Donc ,. 

. , , • sin a cos b-\-sin b cos a 
sin ( a -f- b j = 



co$ {a + b)î=z 



R 

cos a cos b — • sin a sin b 



R 

Il serait facile de déduire de ces deux formules les 
valeurs de sin (a — b) et de cosÇa — b); mais on 
peut les trouver directement par la même figure. En 
effet , si on prolonge le sinus DI jusqu'à ce qu'il ren- 
contre la circonférence en M, on aura BM=BD=& > 
et MI = ID = sin b. Par le point M menez MP perpen- 
diculaire et MN parallèle à AC ; puisque MI=DI , on 
aura MN=IL, etIN=DL. Mais on a IK— IN= 
m=zsin(a— *),etCK+MN=CP=co5(a— b); 

donc 

. , * x sin a cos b — - sin b cos a 

sin (a—*) = g — 

. , x cos a cos b •+• sin a sin b 

cos (a — b) = — -. 

Ce sont les formules qu'il s'agissait de démontrer. 

On pourrait craindre que la démonstration .précédente 
ne fût pas assez générale , parceque la figure qu'on a suivie 
suppose les arcs a elb, et même a -f- b plus petits qu» 
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ioo°. Mais d'abord on peut , à l'aide d'une seconde figure, 
étendre facilement la démonstration des formules du sinus 
et du cosinus de l'arc a -f- b , au cas où a -f- b serait com- 
pris entre ioo et aoo°. Gela posé, voici comment on s'as- 
surera que les mêmes formules sont vraies pour toutes les 
grandeurs possibles des arcs a et b. 

Supposons qu'on ait constaté l'exactitude des deux for- 
mules 

R sin ( a + b) = sina cos b -f- sin b cas a 
R cos ( a -f- b ) z= cos a cos b — sin a sût b, 

pour toutes les valeurs de a et b, moindre» que les limites 
A et B , je dis qu'elles auront également lieu lorsque b étant 
encore < B , on aura a < ioo° -f-À. En effet , on à par les 
propriétés démontrées 

sin (ioo°-f- m ~\-b)=z sin (ioo° — ni — 6)=cox(m-f-J) 
cos ( i oo°-\-m-\*-b)~=i — cos ( i oo° — /Wt— &);= — sin (m-\-b) ; - 

mais en supposant m < A et b < B , on connaît les valeurs 
de sin(m-\-b) et de cos ( m -f- b.) ; par ces valeurs on aura 
donc * 

JLsin (ioo° + m -f-ô) = cos m cos b — sin m sin b 
Kcos( ioo°-\- m -{-b)z=z — sinmcosb—sinbcosrn* 
Soit ioo° -^mz=ia, ouwrra-** ioo°, on aura cos mz=.sin 
( i oo° — m) zzzsûi (200 -— a) z=,sin(* 9 sin m = cos (1 oo° — m) 
= cos ( 200 — a ) — — cos a , donc 

R sin (a-|-£) = sina cosb-\-.sin b cos a 
R cos(a-+~b)=cosacosb—sinasinb. 
D'où l'on voit que ces formules qui n'étaient démontrées 
que dans les limites a< A, b< B, le sont maintenant 
dans des limites plus étendues a < ioo°-f-A, 6<B. Mais, 
par la même raison, la limite de b peut être reculée de 
ioo°, et ensuite celle de a, ce qui peut se continuer indé- 
finiment ; donc les formules dont il s'agit ont lieu , quelle 
que soit la grandeur des arcs a et b. On démontrerait 
la même chose des formules qui donnent sin (a — 6) et 
cos (a— b); et d'ailleurs celles-ci se déduiront facilement 
des premières. Car suivant ce qui précède, on a 

Rsin(a-rb-i-b)zszsinÇa — b)cosb+cos{a — b)sinb 
* R cos ( a — b+ b) = cos {a — b) cos b— sin (a — b) sin b. 






M 
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Mettant R sin a et R cos a au lieu des premiers membres , 
on tirera aisénfent de ces deux équations 

R. sin ( a — b) r= sin a cosb—sin b cos a 
R cos (a— b) = cos a cos b-\- sin b sin a , 

formules qui auront lieu pour toutes valeurs de a et de &. v 

xx. Si dans les formules de l'article précédent on 
fait b =a, la première et la troisième donneront 

a sin a cos a cos* a — sin * a 
5i/t ( a a = - , cos 2 az=z . 

Celles-ci serviront à trouver le sinus et le cosinus 
d'un arc double, lorsqu'on connaît le sinus et le 
cosinus de l'arc simple. C'est le problème de la du- 
plication d'un arc. 

Réciproquement pour diviser un arc donné a en 
deux parties égales, mettons dans les mêmes for- 
mules 7 a à la place de a , 'nous aurons 

%sin±acosja cos* ± a — sin* ± a 

sin a = - , cosa= . 

xi R 

Or, puisqu'on a tout à la fois cos* {a + sin* \a = R* 
et cos* \a — sin* 7 a=R cos a, il en résulte 
cos*±a=;R*+;Rcosaetsin*ia=±R*— ^Rcosa, 
donc 

sin\ a =: y/ (±R* — {Rcosta) 
cosia= *s(±R*+jRcosa). 

Ainsi , en faisant a = ioo° , ou cos a = o , on a 
sin 5o°= cos 5o°= W7 R a — R V^i; ensuite si l'on 
fait a = 5o°, ce qui donne cos a =:R 1/7, on aura 
sin*$°=.R\/£— ^ v^ 7), et cos 25o=R ^(7+7^7)- 

xxi. On peut aussi avoir les valeurs de sin- a et cos 7 a 
exprimées par le moyen de sin a , ce qui sera utile dans 
beaucoup d'Occasions ; ces valeurs sont : 

sin±a=\i/ (R* + Rsina)— Trl/(*"— ' R««<0 
cos t -a=\\/{R*-\-Rsina)-\-±)/'(R* — Rsina). 
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En effet, si on élevé la première au quarré, on aura sin*±a 
= jl (R*-t-R*/«a)-»-}(R*— R siha)—±i/{R 4 —IL*sm* a) 
= * R* — ±Kcosa; on aurait de même cos*\ a=^R a ^--^ R 
cos a , ce qui s'accorde avec les valeurs précédentes de 
sin\a et cos\a. Il faut cependant observer que, si cos a 
était négatif, le radicaly/(R a — Usina) devrait être pris 
avec un signe contraire dans les valeurs de sin £ a et cos \a, 
ce qui changerait Tune dans Fautre. 

xxii. Au moyen de ces formules , il est facile de déter- 
miner les sinus et cosinus de tous les dixièmes du qua- 
drant. 

Et d'abord soit sin ao z=,r , a x sera la corde de 4o°, ou 

le côté du décagone régulier inscrit; or, ce côté est égaF 

au plus grand segment du rayon divisé en moyenne et 

* 5 > 4. extrême raison * ; donc si on fait le rayon égal =1, on aura 

1 : ix : : ix: 1 — 2^, De là on tire 4-* a =i — ajr, ou x *-+~x=Zj; • 

doric(jr-hj) a =j+ T V = 1 V;doncj:+^=:|^' 5 5 et enfin 
x ou«>rao*=:-J-( — i-f-i/5). 

6— a\/5 



Cette valeur, élevée au quarré, donne sin 9 ao°r= 



16 



donc 1 — sin*no° 9 ou cos a ao°= . Mais cos " a — sin* a 

16 

= cos a a, donc cos Ao°ou sin 6o°= = *-H/5 

16 4 

Maintenant , sMans les formules du h a xxi on fait R = i, 
«=ao°, et«n«=:i( — i-f-i/5), on en déduira 

*wio°=f^(3-M/5)— il/(5— i/5) 
e<wio°=fj/(î+^5)+fv/(5— y/5). 

Si ensuite on fait dans les mêmes formules a-=z6o" , et 
««a=i(i-f-l/5), on aura 

«»îo°=iv/(5-|-i/5)— |l/(3— j/5) 
«w3oO=i V /(5-f- l /5)+i l /(3— v/5). 

Avec ces valeurs et celles qu'on connaît déjà de sin 5o° 
et de sin ioo° , on peut former le tableau suivant : 



1 
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sin o°=«WiOo°:r=o. 

sin io° = co^ 90°r=|j/(3 + v/5) — ^(5— 1^5) 

sin *o° = cos 8o°=^(— i+l/5) 

sin 3o o = c0* 70° = |i/(5 + i/5)— i^(3— v/5) 

râ 4o° = coj 6o°=Jj/(io — av/5) 

«71 5o° = COf 50°=!:^/» 

sin 6o°=zcos bo =z$[i+\/5) ' 

sin 7 o° = cos 3o° = ^(5 + i/5)-f-^(3~v/5) 

sin 8o° = c<w ao°=|j/(io + 2i/5) 

sin go° = cos io°= Ji/(3+i/5)-f4i/(5-- t/5) 



*ûi ioo° = car o° = i . 



Ces valeurs peuvent se simplifier encore, puisqu'on a 
l/(3-r-|/""5)=^"i<H-^a et ^(3^/5)=^ io— iy/a ; 
d'où l'on voit qu'en regardant comme connues \/ 2 , \/ 5 et 
1/ io , il ne reste que quatre extractions de racines quarrées 
à faire pour avoir les valeurs des sinus et cosinus de tous 
les arcs multiples de io°. 

xxiii. Nous tirerons de ces formules deux conséquences 
remarquables. i° Puisque 2 sin 40 est la corde de $o° , ou le 
côté du pentagone régulier inscrit , ce côté =7^(10—2^5), 

IO*~""2l/ 5 

son quarré = — ; • Le côté du décagone régulier 

4 

=znsin 2o°=i ( — i-f-^ 5) , son quarré=j(6 — 2^"5); or 
■J ( 10—2 1/ 5 )= i+j ( 6—2 \/ 5 ). Donc la somme faite du 
quarré du rayon et du quarré du côté du décagone , est égale 
au quarré du côtP du pentagone régulier inscrit. 

2 Entre les sinus des divisions décimales impaires du 
quadrant , on a cette relation 

sin 90 -+- sin 3 o° -f- sin 1 o° = sin 5o° + sin 7 o° , 
et les divisions paires donnent semblablement sin 6o°z= 
sin 2o°*f-j. Mais ces formules ne sont que des cas particu- 
liers , et on peut démontrer que x étant un arc d'un nombre 
quelconque de degrés , on a 
sin[i 00 V x)-\-sin {%o°-\-x)-+-sin (20 — j:)=j*/ï(6o -Kr)-f^i/î(6o -f-.r). 

En effet , la formule sin (a-+-b)-{-s in (a— b) =2 sin a cos b 9 
donne 

sin ( 20°-f-ar) +sin ( 20 — x ) = ajw 20 cos x 
sin ( 6o° -f- x ) -f- s in ( 6o° — x ) = 2 sin 6o° cos x. 
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Donc, puisqu'on a sin 6o° — sin ao°= --* et €0S x = sin 
(ioo° — je) , ces deux équations retranchées l'une de l'autre, 
donneront 
sim J6o°-hr) -f- sût (6o°-x)-sin (io Q +xy*sin (îo°-x)=sin (i oo° — x). 

Formule d'où l'on tire l'équation des divisions impaires en 
faisant jc = io°, et qui en général peut servir à la vérifica- 
tion des tables de sinus. 

xxiv. Si dans les formules première et troisième 
de l'article xix, on fait i = aa, on aura 

. _ àniacosa-i-cosiasina cos i a cos a — sin* a un a. 
sin 3 a = = , cos $a= =r • 

• 

Substituant dans celles-ci, au lieu de sin a a et 
cos % a , les valeurs trouvées dans l'article xx ,- et 
simplifiant les résultats au moyen de l'équation 
sin* a + cos* a = R* , on aura 

4 sin* a 



sin 3 = 3 sin a — 



R a 



4 cos s a 
cos oaz=z — — 5 cos a. 

MX 

Ces formules qui servent à la triplication des arcs , 
peuvent servir aussi à opérer leur trisection ou 
division en trois parties égales* En effet, si on fait 
sin 3<a=:o et sina=.x, on aura pour déterminer x 
l'équation c R a = 3 R* #-— 4* 3 * Cou l'on voit que le 
problème de la trisection de l'angle, considéré analy- 
tiquement , est du troisième degré. 

Si dans les mêmes formules de l'article xrx, on 
fait successivement b = 3 a, b < =£a > etc. , on aura 
les sinus et cosinus des arcs 4 a ; 5 a, etc. ; c'est-à-dire , 
en général , les sinus et cosinus des multiples de a. 
Réciproquement les formules qui' servent à la multi- 
plication des arcs, donneront les équations à résou- 
dre pour diviser un ar-c donné en parties égales ; 
c'est-à-dire , pour déterminer sin a ou cos a, lors- 
HWon connaît sin na et cos n a. 



TRIGONOMÉTRIE. 347 

xxr. Bèveloppons encore les valeurs de sùÊÊa e^gs 5a , 
et pour cela prenons les formules ™ 

. , ~ N sin 3 a cJi<i+ cos 3 jî» a a 
sin^a+ja)^*-^ - . 

/t% x cosSacos ia— sin3asmi a 

COS (3tf+2fl) = : - . 

+ m 

Si on y substitue les valeurs déjà trouvées art. ?<rt£ 24 , 

on aura , après les réductions , ^ . 

. „ „ . zosin 3 a 16 sin 5 a 
' sin 5 a = 5 sin a — — — 1 — 

„ „ ao cos* a 16 cas 5 a 
cos 5az=5 car» — — Ba ■ H =-j • 

D'où l'on voit que le problème de la quintisectîon de l'angle 

serait du cinquième degré , et ainsi des autres divisions par 

les nombres premiers 7, 11 , i3, etc. 

> 
xxvi. Soit proposé pour exemple de trouver la valeur 

de sin i° approchée jusqu'à quinze décimales , ce qui peut 
être utile pour la construction des tables de sinus. L'ex- 
pression de sin io°, trouvée n° 22, étant réduite en déci- 
males dans la supposition de R= 1 , donne sin io° = o. 
1 5643 446 5o 402 3 1 ; de là on tire , par la formule du n° ai, 
sin 5° ==0.07845 90957 27845. 

Soit maintenant sin i° z=. x , il faudra, pour avoir x , 
résoudre l'équation 

i6ar 5 -— ao a: 3 -f- 5 j:= o.o*^845 90957 37845. 

Si, pour abréger , on fait le second membre ne, on aura 
à-peu-près 5^^-aoa: s =z:c, et xzzz^c -4-4 (7 c)*.Or-Jc = 
0.01569 i8rip et4(^) 3 =o.ooooi 5456; donc on a, pour 
première approximation, ar— o. 01570 7*7$, valeur qui 
n'est en erreur que dans la huitième décimale. Pour en 
avoir une plus exacte , soit o?=po . oi570 73-hjj on aura, 
en substituant dans l'équation proposée , et négligeant le 
quarré et les autres puissances de y , 
0.07845 90094 a 49a 7-4-4 •9^^ a0I 7/ ==0 »°7^45 90957 27845; 

d'où l'on tire y = 0.00000 00 173 1 18207, e * 

a: ou.«/îi =: 0.0 157073 173 118207. 



4. 
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Du m^J^^É^ ou *oo', on déduirai^ semblablehfeMit les 
sinus^P&a^ae 10', de", et enfin celi|i de i'. 

xx^ii. Les formules. de* l'article xrx fournissent 
un grand nombre de conséquences, entre lesquelles 
il suffira de rapporter celles qui sont de l'usage le 
plus fréquent. On en tire d'abord les quatre sui- 
vantes : * 

sïna cos b = ^R sin (a -f- b) -f- jl\.sin (a — b ) 



sin b cosa=^Txsin (a+b) — ■£ 



Jxsin(a — b) 



cosacosbz=L^T\Cos (a — b) -f-£R cos{a-\- b) 
sinasinbz=*-*R.cos {a — b) — l -Kcos(a-^-b) 

lesquelles servent à changer un produit de plusieurs 
sinus ou cosinus , en sinus et cosinus linéaires ou 
multipliés seulement par des constantes. 

xxviii. Si dans ces formules on fait a + 4 = p, 

a — b±=.q , ce qui donne a = -, b = ~ -, on 

en déduira 

sinp+sin q =z — sùii(p + q) cos± (p-—q) 

Sx 

sinp — sinq = ^sin±(p — q)cQS±(p+q) 
cosp + cos q = :— cos 7 (p +q)cos~(p — q) 

MX 

cosy — cosp=^sin±(p+q)sùtï(M r -q) 

MX iT* 

1 

Nouvelles formules qu'on emploie souvent dans les 
calculs trigonométriques pour réduire deux termes à 
un seul. 

xxix.. Enfin, de ces dernières on tire encore par 

kj« • • _• _ sin a tans a 
division , et ayant égard à ce crue = — r- = 

° * cos a R 

^-^ , celles qui suivent : 
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*in p—sinq ; jfejWjg) <^>T^) tan *i (j>—9 ) 

«.,-„ r + --- jgjj^y i^^j fcdfrgj- (/> ■*- g ) 

ccw p -\-eos q ^^w&Ç^^^rq) .»R 

sinp -\- sin q caf-j (/> — g) cof-j (p — q ) 

coj ^ — car jp jûij- (p — £ ) R ^ 

»« p—sinq _ sin± (p — q ) ta/*gT(/? — g) 

eos p + cos q cos\ (y? — fl) R 

ttiz/? — sinq cot ± ( p + q ) cot\ [p -f- q) 

car 9 — cosp sinj ( /? -f- q) R 

cosp + CQsq cos± (p-i-q) cos ? (p — q ) coItC/M-?) 

cosq — cosp sin±{p+q) sin±(p—q) tan&fp-q) 

sin (p + q) *sin±(p+q)cos\(p-\rq) cos±(p+q) 

sinp -f- sin q a frâ£ (/H-^) cos\ (p — q) cos- (/> — q) 

sin {p+q ) a smj (p+q) cosï(p+q) _ /Wr(jP+g) 

sin p—sin q"* a sin^ (/? — #) «w£ (p-f-^) - -^7 (p~î) 

Formules qui sont l'expression d'autant de théorèmes. 
De la première il résulte que la somme des sinus de 
deux arcs est à la différence de ces mêmes sinus , 
comme la tangente de la demi-somme des arcs est à 
la tangente de leur demi-différence. 

xxx. Si' on fait b — a ou q = o dans les formules 
des trois articles précédents , on aura le* résultats 
qui suivent; 

cos* a r=fR' -h-ï R cos a a 
.*m a a=£R* — ±Rcos a« 

^ a cos* ip 
B. + cosp = 



.a a 



ism'^p 
& — cosp = — — 

*sin±pcos±p 
~*= R 

sinp tangjp R 

ï*/4-€W/>""~ R ~~cot$p 
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wt/ ta tïp — B 

R _ cotp JtT _ *«« T ^> 

R — «w/> R' tang'^p 

on. Pour développer aussi quelques foamules 
relative* aux tangentes , considérons l'expression 

S. tin (a+6) 
»n^ (a -4- A) = . v .; ■ » dans laquelle la subs- 
titution des valeurs des/a (a + 6) et cas (a-i ■ b) , 
donnera 

»*(« + *) = cosacasb-tinbtina ' 

_ . eosataitga , , cos b tans h 
OroDajino = 5 et sm 6 = - — - • 

Substituant ces valeurs et divisant ensuite tous les 

termes par cos a cos b , on aura 

/ ., K' (tanga-t- ta/igb) 

tans {a-\-b\ = — - - - — -. 

* V -r ! Y^* — tang a tang b 

C'est la valeur de la tangente de la somme de deux 
arcs , exprimée par les tangentes de chacun de ces 
arcs ; on trouverait de même pour la tangente de leur 
différence 

" R* (tanga — tangb) 

"■y (»-*)= i,. + ^.^c 

Soit b = a, on aura pour la duplication des arcs 
la formule 



° H — tang* a ' 

d^»ù résulterait 

R* R' 

eoraii = = ~ tang a:=~ cola — ~ tanga. 

long j a 3 tanga 

Soît 1=24, on aurait pour leur triplication la 
formule : . 

fl' (tanga + tartgia) 
— tanga tang 2 a ' 
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dans laquelle si on aubstitue la valeur de tang 2a, 

on aura 

3 R* tang a — tang 3 a 

tans oa— pa — 5— — 1 — — . 
^ R — 3 tang* a* 

xxxii. Le développement des formules trigonométri- 
qnes , considéré dans toute sa généralité , forme une bran- 
che importante de Panalyse , sur laquelle on peut consulter 
l'excellent ouvrage d'Euler , intitulé : Introduction à Vana- ' 
lyse des infinis , traduit et enrichi de notes par Jean Labey. 
Nous croyons cependant devoir démontrer encore les for- 
mules qui servent à exprimer le sinus et le cosinus en fonc- 
tions de Tare , formules dont la connaissance est supposée 
dans la note iv , et qui d'ailleurs sont nécessaires pour la 
construction des tables. 

Et d'abord supposant le rayon = 1 , ce qui n'altère pas la 
généralité efeJ résultats , on a la formule cos 2 A+sin* Azzzi , 
dont le premier membre peut être regardé comme le pro- 
duit des deux facteurs imaginaires cos A-f-i/— 1 sin A et 
cos A — y/ 7—1 sin A. Si on multiplie ensemble deux fac- 
teurs semblables cos A-f- {/" — 1 sin A , cos B -f- \/ — uwB, • 
le produit sera cos A cos B — sin A s in B -f- ( sin AcosB-\~ 
sin B cos A) \/—i , et il se réduit par conséquent à la forme 
cos (AH-B)+|/"-i sin (A-f-B), laquelle est semblable à 
chacun des facteurs. On a donc en général 

{cos A-rV-i w*A) (cwBHV-i^B) 1 ::^^^^ 5 )^^- 1 ^^^-^) » 

et il est remarquable que la multiplication de ces sortes de 
quantités s'exécute en ajoutant seulement les aresy-ce qui 
est une propriété analogue k cèle des logarithme». Or en 
conclura successivement 

(cos A-f. 1/-1 sin A) (cos Al+l/-isin A) =cw a A-+\/- I sin * A. 
(cos A-F \/—\ sin A) (cos a À-f- \/~Uin % A) = cos 3 JL+s/^i sin 3 A 
(cos A4-1/-I sin A) (cos$A+i/ssinZA)=zcos 4A-fv / -i««4 A. 

etc. ' . "•* 

Le premier produit est égal à (cos A-tri/—* sùl A)% le 
second est égal à (cos A -f- \/-i sin A)*\ <* ainsi de suite. 
Donc en général, n étant un nombre enti" «* quelconque, 

on aura 

■ 

(cos A -M/-i sin A) n =tcosn A + \/-l s*** n *"* 
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De la résulte , en changeant le signe de i/-i , 

( cos A — l/— i sinA) n = cos n A — i/— i sinnA y 

et de ces deux équations , qui sont une suite Tune de l'autre, 

on déduira les' valeurs séparées de sin n A et cos n A , savoir: 

cos n A—±{cos A+1/-I sin A.) n +±(cos A-y/-i sin A) 1 * 

sin /iA=: — X -—{cos A-fV^" 1 ^A) n — —L-£cos A T 1/-1 «tï A)* 

xxxiii. Si on veut exprimer les mêmes quantités en 
séries , il faudra développer par la formule du binôme 
(cofA + \/—ï sin A) n , ce qui donnera 

n ... 7i. /i— i 



cos n A 4- - <xw nr ~ 1 Afi>i A1/-1 cos n ^~*Asin*A 

I 1.2 

__ ""-'"-% <w ^-» Afi>t » A ^_ I+ ""- I "-'"- 3 <;(w n-4 A ^4 A4<t(: j 
i.a.3 1.2.3.4 

Et cette quantité étant la valeur de cosnK-\-\/—\ sin nk , 
on égalera séparément la partie réelle à cos nA , et la partie 
imaginaire à 1/— 1 sin nA. On aura donc 

_ 4 «.71—1 W . 71— I . #—2 . 71 3 

. cosnAzzcos n A : — c<w"- a Awi a AH - 

1.2 1.2.3.4 

cos n 4 A sin 4 A — etc. 

sinnk=ncos^'ksink- nn ~ T '"~* cos n ~' *Asin s A + etc. 

1 .a. 3 

séries dont la loi est facile à saisir , et au moyen desquelles 
on trouve le sinus et le cosinus d'un arc multiple de A, 
d'une manière beaucoup plus prompte que par les opéra- 
tions indiquées art. 24. 

xxxxiv. Puisqu'on a sin A .= cos A tang A , ces séries 
peuvent se mettre sous la forme 

\ i.a 1.2.3.4 / 

sinnA=zcos n A C-tangA—. ll!!Zll^ tang>A+ etc.") ! 

Vl 1.2.3 J 

SoitTïzr-—, on aura > en •ukstituant cette valeur et 
«©ngerv am cepend ant j c facteur cos n A, 
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cos ^co^kf.J^lt: 1 ^^ , * *-A.*>-aA.^3A tan^k \ 
\ '*'-* A> "*" i. 2 .3.4 5? 6tC 7 

«»«=WA f f .gg*L_ *-*-A .*v-a A .tei^A \ 

^ r A . !. 2 .3 A 3 +cte-^ 

Bans ces formules on peut prendre A à volonté ; supposons 



a * • t tangk 

A très-petit, alors -— - sera très-peu différent de l'unité; 

parceque la tangente d'un arc -très-petit est presqu'égale 
à Tare. Cependant , tant que l'arc n'est pas nul , on a 

tang A>A (i) ou '""* ., > i ; on a en même temps 

A>^A W ;donc^ < ^ ? ou^^<-JL.. De 

A sink 7 A cos A 

u ~ •«. i tangk 

la on voit que le rapport — f— est toujours compris entre 

A 

les limites i et — L-. Soit A'=o, on aura cosk=i; donc 

cos A ' ' 

tangk x * 

puisque — - — est compris entre i et , il faudra qu'on 

A cos A 

tang A 
ait exactement = i . Donc en faisant A=o , on aura 

f &* a: 4 *>* N 

C0SX=COS n k[ I ■ 1 : i-tp 1 

\ i.a i.a.3.4 i.a.3.4.5.6^ ) 

f x* .r 5 \ 

sinx=cos*kl x+ 1 - : etc. ) 

\ 1.2.3 I.2.3.4.5 J 

Il reste à voir ce que devient cos* A , lorsque A diminue 

de plus en plus, et devient enfin zéro. Or on a = 

cos* A 



sec 



?c* A= 1 -f- tang* A ; donc cos A= ( 1 -\-tang a A) a , donc 

cos a k=(i+tang % k) 3 =r — tang* A4- » tang 4 k-etc. 

a 2.4 

(1) AT est plus grand que AM, parceque le triangle ATC est au sec- fig, i ( 
teur AClfo : : ATX -y AC : AMX 7 AC : : AT : AM. 

(a) AM est plus grand que MP, parceque l'arc M AN est plus grand 
<ï«e sa corde MN. 

« 23 



r 



\ 



354 ~ TRIGONOMJÉTRIE. 

Substituant au Heu de n sa valeur— » on aura 

A 

x tang* A x.x-\-*A tang 4 A 

c<k"A=i — A. — h ■ . A a . — -- — — *etc. 

2 A a 2.4 A 4 

Si Ton imagine maintenant que A diminue de plus en plus , 
m restant la même , la valeur de cos* A approchera de plus 

en plus de l'unité; enfin, si Ton fait A=o et — — =1, 

A 

on aura exactement cos* A=i. Donc on a les formules 



x* x 4 x* 

cosx=z 1 1 =— + etc. 

1.2 1.2.5.4 i.a.i.4.5.0 



X X 



sinxzzzx -H — etc. 

1.2.5 1.2.5.4.3 

par lesquelles on pourra calculer le sinns et le cosinus d'un 
arc dont la longueur est donnée en parties du rayon pris 
pour unité. 

xxxv. Ces mêmes valeurs peuvent être exprimées d'une 
manière succincte, par le moyen des exponentielles. Pour 
cela , il faut se rappeler que e étant le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est 1 , on a 

z z % z* z* 

.1 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

Si , dans cette formule , on fait * — ~\' — 1, il en résultera 



xv t aV— 1 x % x 3 \/— t x 4 x 5 \/ — r 

e Y x =iH . — -H — | -—etc. 

1 1.2. 1.2.3 1.2.3.4 1-2. 3.4-9 

On aurait semblablement en changeant le signe de \/— 1 , 

-riT—r jV— 1 x* ar 3 v/ — 1 x 1 x 5 \/ — 1 
e v x =i 1 - H ^ 1 ctc . 

I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5 

De là on tire 

— 1 — h — etc. 

» 1.2 1.2.3.4 

^V— 1 — e — * V— 1 x' x 5 

*V— -i ""1.2.3 1.2.3.4.5 

séries dont les seconds membres sont les valeurs trouvées 
pour cos x et sin x. Donc on a 
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sait 



a a\/-^i 

J5 , „ , <r T — e * sinx 

d ou I on tire — - — =v/-i . =v/-i tangx. 

formule dont on a fait usage , note iv. 

Les mêmes formules donnent £* V~— *=coj x-f-v/— * sinx, 
*~~* V — i zzzcos x—\/ — i sin x; donc , en divisant Tune 

„ *-.*/" . cos x-\-\/ — i sin x 

par 1 autre , on aura e * v = : : = 

cos x—-\/ — i sin x 

I+v/ — itangx 

» ou en prenant les logarithmes de chaque 

j — y/— li tangx 

(i + \/— i tangx\ 
)• Mais on 
i— y/— i tangx/ 

# I I !g\ O *1 

it que 16g. ( j=az-|- - a 5 + - s 5 -t-etc. ; mettant 

donc \/ — i tang x au lieu de a, et divisant de part et 

d'autre par î\/ — i , on aura 

x-=itangx — j tang 3 a?-f~ j tang 5 x—j tang 7 x-{- etc. 

Formule très-simple qui sert à calculer Tare par sa tan- 
gente , lorsque celle-ci est plus petite que l'unité. 

xxxvi. Pour appliquer les formules précédentes à lg 

deternjination du sinus et du cosinus d'un arc donné en 

degrés et parties de degré, il faut avoir la longueur de cet 

arc exprimée en parties du rayon , ou ce qui revient au. 

même , il faut avoir le rapport de cet arc au rayon. Or, le 

rayon étant i , la demi-circonférence ou l'arc de aoo° 

= 3. i4x59 26S35 89793a. Soit ce nombre =ir, la Ion- 

nz _ m iç . , . . _ _ 

nieur de l'arc — • ioq° sera — • — 9 donc si on fait dans les t 

n n a 

ormules précédentes x = — • — > qu'ensuite on remette 

n 2 

\ valeur de * , et qu'on calcule les coefficients jusqu'à seize 
lécimales , on aura les formules suivantes : 

a3. 
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sut 



m 



^0.0459540975062463 — 

* m 5 
+0.07969 2626a 461670— 

—0.00468 17541 353i87 



n 
m 



+0.00016 0441 1 847874 — 

m 1 
—0.00000 35g88 432352—- 

n 

+0.00000 00569 217292 — 

—0.00000 00006 688o35 — - 

n 

+0.00000 00000 060669 — - 



m' 



.00000 00000 ooo438 — - 



n' 



m' 



+0.00000 00000 000000—^ 



n 



cos 



(v-0= 



x. 00000 00000 000000 



m' 



— 1.23370 o55oi 361698 — - 



+-o.25366 95079 010480 — - 



m 



.02086 34807 63353o — j 



n 
m 



+0.00091 92602 748394 — 1 

n 

m 10 
0.00002 52020 42373l — — 



m 



I 2 



+0.00000 04710 874779 — — 



.00000 ooo63 866o3i 



m 



14 



n xK 



m 



16 



+0.00000 00000 656596 — ^ 



n 
m 



18 



.00000 00000 oo5294 — 77 



n 
m 



3 



+-0. 00000 00000 oooo34 — - 



Les sinus et cosinus des arcs depuis zéro jusqu'à 5o°, 
comprennent les sinus et eosinus des arcs depuis 5o° jusqu'à 
ïoo° ; car on a sin (5o°+s) =co* (5o°— z) et cos (5o°-+z)= 
sin ( 5o°— l z). Donc , -dans les formules qui donnent les 

valeurs de sin ioo° et cos ioo°, on pourra toujours 

» n n 

supposer —7- < 7, de sorte que les séries seront tellemeu 

convergentes , qu'il n'en faudra jamais calculer qu'un peli 
nombres de termes', sur-tout si on n'a pas besoin de beau 
coup de décimales. 
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*,. - . . in I a. 3 4 5 

5i on fait successivement — = — * — '— » — 1 — » — » on 

/2 10 10 10 10 10 
trouvera les résultats suivants : 

sin io° = cos 90 = o. i5643 4465a 4oa3i 

sin ao° = cos 8o° = o. 30901 69943 74947 

sin 3o° = cos 70 = o. 45399 04997 39547 

sin 40 = ces 6o° = o. 58778 5a5aa 92473 

sin 5o° = cos 5o° =2 o. 70710 67811 86548 

jz/2 66° = coj 4©° = <>• 80901 69943 74947 

sin 70 = cos 3o° = o. 89100 65a4i 88368 

sin 8o° = cos 20 = o. 95io5 65 162 95i54 

sin 90 =±= car io° = o. 98768 834o5 951 38 

sin ioo° = cos o° = 1. 00000 00000 00000 

lesquels s'accordent avec les formules algébriques du n°. 2a. 

m 1 
On trouvera pareillement , en faisant — =z * la même 

n 100 

valeur de sin i°, qu'on a trouvée n° 26; et la grande facilité 
avec laquelle on parvient à! ces résultats, est une preuve de 
l'excellence de la méthode. 

De la construction des tables de sinus. 

xxxvii. Les savants utiles à qui on doit la première cons* 
truction des tables de sinus , ont fondé leurs calculs sur des 
méthodes ingénieuses , mais dont l'application était fort 
pénible. L'analyse a fourni depuis des méthodes beaucoup 
plus expéditives pour remplir cet objet ; mais les calculs 
étant déjà faits , ces méthodes seraient restées sans appli- 
cation , si l'établissement du système métrique n'eût fourni 
l'occasion de calculer de nouvelles tables .conformes à la 
division décimale du' cercle. 

Pour donner une idée des méthodes qu'on peut suivre 
dans la construction des tables , supposons qu'il s'agisse de 
calculer les sinus de tous les arcs de minute en minute, 
depuis 1 minute jusqu'à 10000 minutes ou 100 degrés; nous 
ferons le rayon = 1 , l'arc d'une minute =a , et d'abord il 
faudra trouver le sinus et le cosinus de l'arc a; avec un 
faraud degré d'approximation. . 

Le rayon étant 1 , on sait que la demi-circonférence ou 
l'arc de aoo°=3 . 141 59 a6535 89793a } divisant ce nombre 
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par aoooo, ona l'arc de i 'oua=o.ooo 1 5 70796 ^2679 4896C, 
Taleur exacte jusque dans la vingtième décimale. Quand un 
arc est très-petit, son sinus est sensiblement égal à Tare, 
ainsi on a à très-peu près sin a =0.0001 5 70796 $2679 
48966. Mais cette valeur est déjà en erreur à la treizième 
décimale , laquelle n'est que le dixième chiffre significatif!. 
Pour en avoir une plus exacte , le moyen le plus simple est 
de recourir aux formules de l'art. 36 , dans lesquelles , si on 

fait — = , on aura immédiatement , par les deux ou 

n 10000 

trois premiers termes de chaque série , 

sin a = o.oooi5 70796 32o33 525563 

cos a = 0.99999 99876 62994 524oo 5253 

valeurs exactes jusqu'à la vingtième décimale pour le sinus, 

et jusqu'à la vingt-quatrième pour le cosinus» 

xxxviii. Connaissant le sinus et le cosinus de l'arc d'une 
minute désigné par a , pour en déduire successivement les 
sinus de tous les arcs multiples de a , on fera dans les for- 
mules de l'art, 22 y pz=zjc-\-a , q'=z.x^a* La première et la 
troisième donneront par cette substitution, et en faisant 
toujours R = 1 , * 

sin (jc-{-<i) = *casasinx — sin(x — a) 
cos ( x -|-a ) = 2 cos a cos x — cos ( x— a ) 
H résulte de ces formules que si on a une suite d'arcs en 
progression arithmétique, dont la différence soit a, leurs 
sinus formeront une suite récurrente dont l'échelle de 
relation est 2 cos a , — 1 , c'est-à-dire, que deux sinus 
consécutifs A et B étant calculés , on trouvera le suivant C , 
en multipliant B par 2 cos a , A par — - 1 , et ajoutant les 
deux produits , ce qui donnera C=2B cos a— -A. Les co- 
sinus des mêmes arcs formeront également une suke récur- 
rente dont l'échelle de relation est 2 cos a , — 1 : on aura 
donc successivement , 



sut 0=0 
sin azzzsina 
s.in*a=%cosasin a 
sinZa-=Li cos a sinia—sin a 
sin 4a= 2 cos a sin Za-sin 2a 
sin 5a =: 2 cos a sin 4a— xàt 3a 



cos 0=1 
cos azzzcosa 
cos%az=z%cosacos a— 1 
cos5az=*cosacos%a—cos a 
cos t\a = 2 cos fi. cos 3a — cos 2a 
cos 5a = 2 cos a cos ^a—cos 3a 
etc. 



v 
é 
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xxxix. Il ne s'agit plus que d'exécuter les opérations in- 
diquées , en substituant les valeurs de sin a et cos a. Si on 
veut construire des tables de sinus avec 10 décimales., il 
suffira de prendre les valeurs de sin a .et cos a approchées 
jusqu'à 16 décimales, savoir : 

^/« a = 0.0001 5 70796 3ao335 
cos a = 0.99999 99876 629945 

mais comme cos a diffère très-peu de l'unité , il y a un moyen 
d'abréviation dont il faut profiter. Soit k :rr 2 (1 — cos a) = 
o . 00000 00246 7401 10 , on aura 2 cos a = z—A, ce qui 
donnera , 

sin (a? -f- a) — sin x = sin x — sin (x — à) — k sin x 
ços{x+a}-—cos x-z=.cos x~-~cos{x—'-€Î)-—k cos X 

Pour avoir le terme sin Çx-\-a) il suffit d'ajouter au terme 
précédent sinx la différence sin (x -{-«)— sinx, laquelle 
sera toujours très-petite : or cette différence est , suivant 
la formule , égale à une différence semblable déjà calculée 
sin x — sin (.r — a), moins le produit de sin x par le nombre 
constant k. Cette multiplication est donc la seule opération 
un peu longue qu'on ait à faire pour déduire un sinus des 
deux précédents; mais il faut observer i° que l'on n'a be- 
soin de connaître le produit que jusqu'à la seizième déci- 
male , ce qui donnera fort peu de chiffres à calculer; 2 que 
ces multiplications peuvent être abrégées beaucoup en for- 
mant d'avance les produits du nombre constant 2467401 10 
par i,2,3 jusqu'à 9 ; car , par ce moyen , on aura immé- 
diatement les produits partiels qui résultent des différents 
chiffres du multiplicateur sin x, et il ne restera plus qu'à 
faire l'addition de ces produits , en se bornant toujours à 
la seizième décimale. 

Les mêmes procédés devront être suivis dans le calcul des 
cosinus ; et , lorsqu'on aura prolongé Tune et l'autre séries 
jusqu'à 5o° , la table sera complète. 

xl. Il est nécessaire, nous le répétons, de calculer les 
sinus avec 16 décimales , c'est-à-dire y avec cinq ou six dé- 
cimales de plus qu'on n'en veut avoir réellement , afin 
d'être assuré que les erreurs , qui peuvent se multiplier 
dans le cours de 5ooo opérations , n'influeront cependant 
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pas sur la dixième décimale des derniers résultats. Le calcul 
fait , on retranchera les décimales superflues , et on ne con- 
servera dans la table que dix décimales. 

Au reste , quand il s'agit d'exécuter tant de calculs , on 
doit chercher à vérifier les résultats aussi souvent qu'il est 
possible. Dans l'exemple que nous avons apporté d'une 
table calculée de minute en minute , il serait nécessaire de 
calculer préalablement les sinus et cosinus de degré en de- 
gré, ce qui fera, de ioo termes en ioo termes , une vérifi- 
cation très - utile. Or , pour calculer les sinus de degré en 
degré , on a les formules et valeurs qui suivent : 

sin (.r-f- 1°) — sin ac=zsin x-^sin (x— i°) — hsin a: 

cos (.r -f- 1°) — cos x-zzicosx — cos (.r — ï°) — hcosx 

sin i° =0.01570 73173. 11820 676 

cosi°= 0.9998 7 663:24 81660 599 

^=a(i — cos i°)=z 0.00024 67350 36678 80a 

Les sinus calculés de degré en degré se vérifieront eux- 
mêmes de dix en dix par les valeurs déjà connues de sin io°, 
sin ao° , etc. Enfin lorsque la table entière est construite , 
on peut encore la vérifier de tant de manières qu'on voudra 
par l'équation 

sin{ 1 oo°-*)+sin (*o°-<*)-\-sin (io°-f-.r)=w? (6o°^x)+sùi f 6o°-J-.r). 

xli. Les sinus, tels qu'ils résultent des calculs que nous 
venons d'indiquer , sont exprimés en parties du rayon , et 
on les appelle sinus naturels ; mais on a reconnu dans la 
pratique , qu'il y a beaucoup d'avantage à se servir des loga- 
rithmes des sinus , au lieu des sinus eux-mêmes ; en consé- 
quence la plupart des tables ne contiennent point les sinus 
naturels, mais seulement leurs logarithmes. On conçoit que 
les sinus étant calculés , il a été facile d'en trouver les loga- 
rithmes ; mais comme la supposition du rayon = 1 rendrait 
négatifs tous les logarithmes des sinus , on a proféré de 
prendre le rayon= 10000000000 , c'est-à-dire , qu on a mul- 
tiplié par 1 0000000000 tous les sinus trouvés dans la sup- 
position du rayon = 1. Par ce moyen le rayon ou sinus de 
ioo° , qui se rencontre fréquemment dans les calculs , a 
pour logarithme 10 unités, et il faudrait que les angles 
fussent beaucoup plus petits qu'on ne Iç* rencontre dans la 
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pratique, pour que leurs sinus eussent des logarithmes 
négatifs. 

Les logarithmes dès sinus étant trouvés , on en déduit 

très-aisément les logarithmes des tangentes par de simples 

R sin x 
soustractions ; car , puisqu'on a tangxtzz * , il s'ensuit 

cos x 

log. tang ^=10 + log. sin x — log. cos x. Quant aux loga- 
rithmes des sécantes , ils se trouveraient d'une manière 

R a 

encore plus simple, à l'aide de l'équation sec. x^m • 

cosx 

C'est pareequ'oh peut y suppléer si facilement , qu'on n'in- 
sère dans les tables que les logarithmes des sinus et ceux des 
tangentes. 

U resterait à expliquer l'espèce d'interpolation dont on 
se sert , soit pour trouver les logarithmes des sinus et tan- 
gentes des arcs qui contiennent des fractions de minute , 
soit pour trouver l'arc qui répond à un logarithme donné 
de sinus ou de tangente , lorsque ce logarithme tombe entre 
deux logarithmes des tables. Mais pour ces détails on ne 
peut mieux faire que de consulter l'explication dont les 
tables sont toujours accompagnées. 

Principes pour la résolution des triangles 

rectilignes. 

xlii. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est au sinus d'un des angles aigus, comme l'hy- 
poténuse est au côté opposé à cet angle. 

Soit ABC le triangle proposé rectangle en A ; du fi g . 3. 
point C, comme centre, et du rayon CD, égal au 
rayon des tables , décrivez l'arc DE qui sera la me- 
sure de l'angle C; abaissez sur CD la perpendiculaire 
EF qui sera le sinus de l'angle C. Les triangles CBA, 
CEF sont semblables et donnent la proportion CE : 
EF::CB;BA;donc 

R:$wC::BC:BA. 



\ 
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XMIJ. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est à la tangente d'un des angles aigus, comme 
le côté adjacent à cet angle est au côté opposé. 

Ayant décrit Tare DE, comme dans l'article pré- 
cédent, élevez «sur CD la perpendiculaire DG qui 
sera la tangente de l'angle G. Par les triangles sem- 
blables CDG, CAB, on aura la proportion GD:DG 
::CA:ÀB;donc 

R:/a/i#C::CA:AB. 

TOAv.Dans un triangle rectiligne quelconque 
les sinus des angles sont comme les côtés opposés. 
fig.4. Soit ABC le triangle proposé, AD la perpendicu- 
laire abaissée du sommet A , sur le côté opposé BG , 
il pourra arriver deux cas : 

i° Si la perpendiculaire tombe au - dedans du 
triangle ABC, les triangles rectangles ABD, ACD 
donneront, suivant l'art, xlii, 

R:$mC::AC:AD 
R:smB::AB:AD. 
Dans ces deux proportions , les extrêmes étant 
égaux , on pourra , avec les moyens , faire la pro- 
portion 

sin C:sin B;: AB:AC. 
£g.5. a° Si la perpendiculaire tombe hors du triangle 
.ABC, les triangles rectangles ABD, ACD donne- 
rgnt encore les proportions 

R:«/iC::AC:AD 

R:*m ABD::AB:AD: 

d'où Von déduit sin C : sin ABD ;: AB : AC. Mais 

l'angle ABD est supplément de ABC ou B; donc 

sin ABD = sin B ; donc on a encore 

sin C:sin B:: AB:AC. 
xlv- Dans tout triangle rectiligne , le cosinus 
d'un angle est au rayon , comme la somme des 
quarrés des côtés qui comprennent cet' angle 
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■ 

moins le quarré du troisième côté, est au double 
rectangle des deux premiers côtés; c'est-à-dire 
qu'on a 

cos B:R::ÂB+BC— ÂC*: a A£,x BC, ou cos B = 

AB+BC— AC 



RX 



a AB X BC 



Soit encore abaissée du sommet A, la perpendiculaire j» , 
AD sur le côté BC : 

i°. Si cette perpendiculaire tombe au-dedans du trian- 
gle, on aura* ÂC = AB+BC — a BCxBD; donc BD *i 2 . 3. 

AB + BC— ÂC 
— Mais dans le triangle rectangle ABD . 

aBC 
on a R : sin BAD :: AB : BD; d'ailleurs, l'angle B AD étant 
complément de B on a sin BAD =: cqs B ; donc cos B 

RxBD ^ • J ^ 

9 ou en substituant la valeur de BD , 



AB 



a • 



AB + BC — AC 
cos B=R X 



XI. 



a AB X BC 

a°. Si la perpendiculaire tombe au-dehors du triangle , fig. 5. 

on aura AC = AB a + BC + a BC X BD*; donc BD #,3.3. 

1 a " __!_a 

AC— AB— BC , ^ ' 

== Mais dans i e triangle rectangle BAD, 

a BC 

RX BD 

on a toujours sin BAD , ou cos ABD = -> et 

AB 

l'angle ABD , étant supplément de ABC ou B , on a* cos B * 

R X BD , , . 

= — cos ABD= — 5 donc en substituant la valeur 

AB 

de BD , on aura encore 

_ ÂB+BC— ÂC* 

cos B = RX • 

a ABXBC 

Soient A , B , C , les trois angles d'un triangle 
rectangle ; a, £, c ? les côtés qui leur sont respec- 
tivement opposés , on aura , suivant cette dernière 
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a*+c* — b 9 

proposition , cos B = R. • Le même principe 

♦ • a a c , 

étant appliqué à chacun des deux autres angles, don~ 

b- -f. c a — a a 

nera semblablement *cos A = R. » cos C 

a b c 

ai+b'—c* 

= R. 

a a b 

xlvi. Ces trois formules suffisent seules pour résoudre 
tous les problêmes de la trigonométrie rectiligne ; car étant 
données trois des six quantités À, B, C , a , 6, c, on a par 
ces formules les équations nécessaires pour déterminer les 
trois autres. Il faut par conséquent que les principes déjà 
exposés , et ceux qu'on ponrrait leur ajouter , ne soient 
qu'une conséquence de ces trois formules principales. 

En effet , la -valeur de cos B donne 

. ^ 4* a c a — (a a 4-c a — b*Y R a 

sin 9 B=R a — cos a B=R\ - ^— - i = 

4« a c a 4«*c* 

(aa a ô a -f-2a a .c a -f-a& a c a — a 4 — b* — c 4 );donc 

sinB R mÂ 

— r- = — r \/ (*a* b* + za 9 c 9 -\-zb 9 c*—a*—b 4 —c 4 ). 

Le second membre étant une fonction de a , £ , c , dans 

» laquelle ces trois lettres entrent toutes également , il est 

clair qu'on peut faire la permutation de deux de ces lettres 

, , . . sin B sin A sin Ç 
a volonté, et qu ainsi on aura — — = =: ?ccqui 

bac 
est le principe du n° 44. Et de celui-ci se déduiraient 
facilement les principes des no» 4a et 43. 

vlvii. Dans tout triangle rectiligne la somme 
K de deux côtés est à leur différence, comme la 
tangente de la demi-somme des angles opposés 
à ces côtés , est à la tangente de la demi-diffé- 
rence de ces mêmes angles. 

iig.4et5. ■ Car de la proportion AB : ÀC :: sin C : sin B, on 
tire AC + AB : AC— AB : : sin B+ sin C : sin B — sin C. 
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Mais, d'après les formules de l'art, xxrx , on a 

B— l-C p p 
sin &-+-si/*C:sin B — sin C :: tang \tang ; 

donc 

AC+AB : AC— AS :: tang^^uang^S^ 

ce qui est le principe énoncé. 

Avec ce petit nombre de principes , on est en 
état de résoudre tous les cas de la trigonométrie 
rectiligne. 

Résolution des triangles rectangles. 

xi.Yin. Soit A l'angle droit d'un triangle rectan- 
gle proposé, B et C les deux autres angles ; soit a 
l'hypoténuse , V le côté opposé à l'angle B , et c le 
côté opposé à l'angle C. Il faudra se rappeler que 
les deux angles B et G sont compléments l'un de 
l'autre, et qu'ainsi, suivant les différents cas, on 
peut prendre sin C=cos B, sin B=zcos C, et pareil- 
lement tang B=cot C , tang C =cot B. Cela pbsé\ 
les différents problêmes qu'on peut avoir à résoudre 
sur les triangles rectangles se réduiront toujours aux 
quatre cas suivants. 

PREMIER CAS. 

xux. Etant donnés l'hypoténuse a et un côté 
b, trouver le troisième côté et les deux angles 
aigus. 

Pour déterminer l'angle B, on a la proportion* * xtII . 
a : b :: R : sin B. Connaissant l'angle B, on connaîtra 
en même temps son complément ioo° — B=C; on 
pourrait aussi avoir C directement par la proportion. 
a:b :: R:cos C. 

Quant au troisième côté c, il peut se trouver de 
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deux manières. Après avoir trouvé l'angle B, on 
♦xliii. peut faire la proportion* RicotB :: b : c, qui don- 
nera la valeur de c ; ou bien on peut tirer directe- 
ment la valeur de c, de l'équation c*=a % - — b* qui 
donne c= \/ (a* — b*) , et par conséquent 

logc=\log{a + b)-\-^log {a — b). 



DBDIIEME CAS. 



l. Etant donnés les deux côtés h et c de V angle 
droit, trouver V hypoténuse a et les angles. 

»um. On aura l'angle B par la proportion* c : b :: R : 
tang B. Ensuite on auraC=ioo° — B. On trouve- 
rait aussi G directement par la proportion b : c :: 
R : tang C. 

Connaissant l'angle B, on trouvera l'hypoténuse 
par la proportion sin B : R :: b : a ; ou bien on peut 
avoir a directement par l'équation a=i/ (£ a -f-c*) ; 
mais cette expression , dans laquelle b* -\-c* ne peut 
se décomposer en facteurs, est peu commode pour 
le calcul logarithmique. 



TROISIEME CAS., 



li. Etant donnés l'hypoténuse a et un angle 
B , trouver les deux autres côtés b et c. 

On fera les proportions R : sinB : : a : b, R : cosB : : 
aie, lesquelles donneront les valeurs de b et c. Quant 
à l'angle G , il est égal au complément de B. 



QUATRIEME CAS. 



tu. Etant donné un côté b de P angle droit , 
avec Vun des angles aigus , trouver V hypoténuse 
et l'autre côté. 

Connaissant l'un des angles aigus on connaîtra 
Vautre, ainsi on peut supposer connus le côté b f et 
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l'angle opposé B. Ensuite pour déterminer aetc, on 
aura les proportions 

sin B : R :: £ : <z, R : cof B :: & : c. 

Résolution des triangles rectilignes en 

général. 

, Soient A, B, C, les trois angles d'un triangle rectiligne 
proposé, et soient a, b y c i les côtés qui leur sont res- 
pectivement opposés : les différents problêmes qui 
peuvent avoir lieu pour déterminer trois de ces quan- 
tités par le moyen des trois autres , se réduiront tou- 
jours aux quatre cas suivants. 



PREMIER CAS. 



lui. Etant donnés le côté a et deux des angles 

du triangle , trouver les deux autres côtés h etc. 

Les deux angles connus feront connaître Je troi- 
sième, ensuite on trouvera les deux côtés b et c par 
les proportions* „ *xl%t. 

sin A : mB :: a : b. 
sin A : sin C :: a : c. 



DEUXIEME CAS. 



liv. Etant donnés les deux côtés a eth y avec 
l'angle A opposé à Vun de ces côtés, trouver le 
troisième côté c et les deux autres angles B et C; 

On trouvera d'abord l'angle B par la proportion 

a : b :: sin A : sinB. 

b sin A 
Soit ML l'angle aigu dont le sinus =ï3 — — , on 

» 

pourra, d'après la valeur de sinÈ, prendre ouB=M 
ou B=200° — M. Mais ces deux solutions n'auront 
lieu qu'autant qu'on aura à la fois l'angle A aigu et 
b > a. Si l'angle A est obtus , B ne saurait l'être > 



\ 

368 TRIGONOMÉTRIE. 

ainsi il n'y aura qu'une solution , et si Â étant aigu 
on a b < a , il n'y aura non plus qu'une solution , 
parce qu'alors on a M < A, et qu'en faisant B = 
2oo° — M, on aurait A -f- B > 200 , ce qui ne peut 
avoir lieu. 

Connaissant les angles A et B , on en conclura le 
troisième G. Ensuite on aura le troisième côté c par 
la* proportion 

sin A : sin C :: a : c. 

On peut aussi déduire c directement de l'équation 

R 

£*-f-c a — a* . b cos A / b*sin % A 



. b cos A / b*sm % A\ 

quidonnec= IjCv/i « a \ 

H R \ R a ) 



ibc 
ÏHais cette valeur ne peut se calculer par logarithmes qu'au 
moyen d'un angle auxiliaire M ou B , ce qui rentre dans 
la solution précédente. 

TROISIEME CAS. 

lv. Etant donnés deux côtés a.eth avec l'angle 
compris C , trouver les deux autres angles A et 
B et le troisième côté c. 

Connaissant l'angle C, on connaîtra la somme des 
deux autres angles A H- B = 200° — ,C et leur- demi- 
somme- (A*;-f-B)== ioo° — 7C. Ensuite 011 calculera 
la demi-différence de ces mêmes angles par la pro- 
* xxvii. portion* 

a+b : a — b : : tang\ ( A + B ) ou cot\ C : tang\ (A — B) 
où l'on suppose a > b et par conséquent A > B. 
, Ayant trouvé la demi-différence £ (A — B), si on 
l'ajoute à la demi-somme 7 (A + B) , on aura le plus 
grand angle A ; si au contraire on retranche la demi- 
différence de la demi-somme, on aura le plus petit 
angle B. Car , A et B étant deux quantités quelcon- 
ques , on a toujours 

A=i(A+B) + i(A— B) 
B = i(A+B) — HA— B). 
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Les angles A #1 JB £taj*t .ccmnu , pour avoir le troi- 
sième côté c, on fera la proportion 

sin A : siri G rr a : c. 

• • « » . 

lvi. II. arrive souvent dans Jes calculs trigonométrique» 
que deux côtés a ,et 6 sont connus par leurs logarithmes ; 
alors pour ne pas être obligé de chercher les deux nombres 
correspondants , çn cherchera seulement l'angle ç par la 
proportion b,: a :: R : tangy- L'angle ^>. sera plus grand que 
5o°, puisqu'on suppose a >b\ retranchant donc 5o° de^, 

on fera la proportion 4 *• **&#.(> P — ^P° ) :: cot T C ' tang 
~( A— B), d'où Ton déterminera comme ci-cless.us la valeur 
de ^(A — rB), et ensuite celles ç^es «Jeux angles 4- et B. 

' Cette solution est Jondée sntr ce gue tang (9 — 5o°)s= 

R a tang* — R*tang5o°. flR „ ft ^ 
— 2-1 2 , ©r tang y = — - et tangW* =-R ; 

R a +fcwî£fto*g*5o° \ .* 

R(# — b) 

tang ( © —.56°.) :: : kot £>C : *«*££ (iA-~B >- • • - i 
Quant au troisième côté -c, il _pçnt se trouver directe- 

. "eos'C a*+b*—c* . " 

ment par l'équation ^ . » qui donne c= 

R .jfr a b • • 

a* Tf-^rr — ; r- .)• J^UjCe^te^Uur/i'.eft 1 .? 218 pom ~ 



mod,e à calculer par logarithmes , à mollis' que les nombres 
qui représentent a , b' 9 'et cos C , ne 'Soient très-simples / 

Il est à remarquer que la valeur de c peut aussi se* mettre 
; sWs ces deux formes-: •<?£=: • • 

fc Ce qui se vérifié aisément au mojfeaicW* faitt^e* ^ttfçcGsc: 
r R a — tR cof C , coj a lC=^R a -l-^R cos C. Ces valeurs 
seront particulièrement Utiles ; «ofs'quer angle C étant très- 

» petit , ainsi t que a— 6, on voudra calculer c avec beaucoup 
de précision, ik dernière fait voir que '•& serais r4y^è^huse 

d'un triangle rectangle fornv* sur les côtes («4-p) " : w~ - 
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cos— C • 

c i(a—b) — —> et c*esj ce qu'on peut aussi trouver par 

une construction fort simple. 
fig. 6. Soit CAB le triangle proposé dans lequel on connaît les 
deux côtés CB=a , CA=&, et l'angle compris C. Du point 
C comme centre et da rayon CB égal au plus grand des deux 
côtés donnés , décrivez une circonférence qui rencontre en 
D et E le côté CA prolongé , joignez BD , BË , et menez AF 
perpendiculaire à BD. L'angle DBE inscrit dans la demi- 
circonférence sera un angle droit , ainsi les lignes AF , BE 
seront parallèles , et on aura la proportion BF : AE : : DF : 
AD : : cos D : R. On aura aussi dans le triangle rectangle 
DAF, AF : DA :: sin D : R. Substituant donc les valeurs 
DA=DC-fXA=*+&; AE=CE— CA=«— b, J}=\ C, 

on aura 

AF= ■ — » BF=^ it—î-2 — 

R R 

ï)onc en effet le troisième côté AB du triangle propose 

est l'hypoténuse du triangle rectangle AHF, dont les côtés 

sont(a-f-£) — et (a — b) • Si dans ce même 

R R 

triangle on cherche l'angle ABF opposé au côté AF, et 
qu'on en retranche l'angle CBD=s:iC,,on aura l'angle B 
du triangle ABC. De-là on voit que la résolution du trian- 
gle ABC, dans lequel on connaît les deux côtés a et b et 
l'angle compris Ç, se réduit immédiatement à celle du 
triangle rectangle ABF, dans lequeî on connaît les deux 

côtés de rangle*droit, savoir : AJF==t^+.*) — S — ** 

cos-Ç 
BF==:(a — b) — £+-• Ainsi, par cette construction , on 

R 
pourrait se passée de' la proposition.du n° 47. 

^UÀTHIEHE CAS. 



» «X 



lyii. Etafrt donnés les trois côtés a, b, c, trou- 
ver les trois angles A , B , C. 

» » - « ■ 

L'angle A, opposé au côté a, se trouve par la for- 
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Shule cas A=R. , et on déterminera sem- 

a bc 

blablement les deux autres angles. Mais on peut ré- ' 
soudre ce même cas par une formule plus commode] 
pour le calcul logarithmique. 

Si on se rappelle la formule R a — ïl cas A = 
a sin* ; A, et qu'on y substitue la valeur de 

cas A, on aura a sin | A=R a ! = 

a bc 

ikbc a bc 



SITIt 



a 



-V(fcai=#==i±ïï).«. 



pour 



abréger* 7 (a-{-b-i-c)=:p, ou a-f-&-f-c=a/j, on 
auraa-f-A— - c=2p — ne, a — b-^-crzzap — a b; donc 

*** rf% /(fe=4iÉ=d). 

Formule qui donne aussi la proportion 

bc:(p—b) (»— c)::R':wi*£A 

et qui est facile à calculer par logarithmes. Con- 
naissant le logarithme de *sin ~ A, on connaîtra ~ A 
dont le doitble sera l'angle cherché A. Oh pourra 
faire de même par rapport à chacun des deux autre? 
angles fi et G. 

Il y a d'autre.» formules également propres à résou- 
dre la question. Et d'ahord la formule R a ■+- R cos A =s 

b % +c % + *bc— « a «. 

a coj*~ A donne co^* y A=R'« ■ ■ ' , ■ =R • 

4 * c 

(*+c)--^ aalL . t (» + «—) <»+« + «) .m^ 

A 6c 4 ^ c 

faisant toujours a+b+ezzz^p, on a ft-f-c— «— a/*— aa ; 
donc 

a4« 
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(Me valeur étsst eawâle combinée avec celle de scn± A 

^ Ksin^A 

Ùmmr* urne *mtre formule, car ayant aw?^Ac= —- , 

cos- A 

en on lire 



ta*i> 



Exemple de la résolution des triangles 

rectilignes. 

• * 

*lviii. Exemple I. Supposons qu'on veuille avoir 
la hauteur d'oui édifice AB, dont le pied est ac- 
cessible. 
fi- 7. Ayant mesuré «ur le terrain*, supposé à-peu-près 
de niveau, une base M) qui ne .soit ni très-grande ni 
très-petite .par ranport à la hauteur AB 7 on placera 
en D le pied du cercle ou de l'instrument quelconque 
avec lequel on doit mesurer l'angle BCE formé par 
la ligne horizontale CE parallèle à AD * et par le 
rayon visuel C'B dirigé au sommet* de 'l'édifice. Sup- 
posons qu'on ait 'trouvé A© ou CE =^67 . 84 mètres 
etî'angle BCE=±=4^°<64'; pour avoir BE, il faudra 
résoudre îe -triangle rectangle B'CE dans lequel on 
connaît Tahgle C , et' le côté .adjacent • J E*C." Ainsi, 
d'après le cas iv , on fera la proportion R x'tang 45° 64 ' 
L ::67.84:JRE. ' 

L. tang tô 6^' 9.9403263 

X. 67 .84 .» '• ï.j8ïi«&ftSi8. 



Ce logarithme répond à 5,9. x?p, ajusi on a3E = 
59™. i3. Ajoutant à BE la hauteur de l'instrument 
CD ou AE que je suppose i m . 12, on aura la hau- 
teur cherchée AB = 6o m . af>. 

Si dans le même triangle B É C on veut connaître 
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Thypoténuse B C, on fera la proportion cos 45°* 64* 
:R :: 67.84: BC * 

t. R+L. 67.84 .... ii.83i4#58 
1.00^45° 64' 9.8772784 



_M_ 



Difmrence. . • •. , r. 9^42*74 =r: L. BC. 
Donc BC = 89™. 93a. 

iV". B* Si Ton ne voyait que le sommet B de l'édifice ou 
du lieu quelconque dont on veut connaître la hauteur, on 
déterminerait la distance BC comme il sera dit dans 
l'exemple suivant : cette distance et l'angle connu BCE 
suffisent pour résoudre le triangle rectangle BCE , dont le 
côte BE augmenté de la hauteur de l'instrument , sera la 
hauteur demandée. 

tix. Exempte tt. Pour avoir sti* le terrain la dis- c g . s. 
tance du point A, à un objet inaccessible B, on me- 
surera une baser AD et les deux angles adjacents 
BAD , ADB. Supposons .qu'on ait trouvé AD = 
588*. 45 , BAD ^ 1 1 5 a 48 f et BDA = 40° 8 ' , on en 
conclura le troisième angle ABD = 44° 44' 5 et pour 
avoir A B, oh fera la proportion sin ABD :sln ADB 
:: AD: ABw 

L. À Dv 2 . 7697096 ' 

I<.sm ADB. . . . . . . <>.'77W5aa 

.Somme. ..,.*.... .12.54.63418 
B. «'« ABDi ...... 9-Ôo8o3î4 



■-■ 



L. AB : *2.7t3ff3io4 

Donc la distance cherchée AB.s^S.47 1 *- 4 1 - 

Si , pour itn autre- objet irtftfccesiiblo Ç , on a 
trouvé les angles CAp = 3g° i7' r ADC= i32° 83 \ 
on en conclura de même la distance AC= i2oa m . 3 a. 

x.x. Exemple III. Pour trouver la distance entre figiS> 
deux objets inaccessibles B et C , on déterminera AB 
et AC, comme dans l'exemple précédent, et on aura 
en tnême temps l'angle compris BAGrrrBAD — 



N 
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DAC (i). Supposons qu'on ait trouvé AB=547 ,li - 4** 
AC = i2oa m . 3a , et l'angle BAC = 76 3i ' ; pour 
avoir BC f il faudra résoudre le triangle BAC dans 
lequel on connaît deux côtés , et l'angle compris. 
Or, d'après le troisième cas, on a la proportion 

B+C B— C 

AC+AB : AC — AB :: tang—— : tang——, ou 

* B — C 

1749.73:654.91 :: sang 61° W ;: tang — — . 

L. 654.91 a. 8161816 

L. tang6i°S4'j. . . ; . 10.1654748 

Somme 1a. 9816564 

L. 1749.7* 3.2429710 

L. tang ~ ■ . ..... 9.7386854 

2 

Donc : — = 3i w 90 » © 

2 

Mai, on a l±S- '6x°84',5 

a 

Donc B = 9*° 7^ ,3 

et C = 29,°- 93', 7 

Maintenant , pour avoir la distance BG < on fera la 
proportion sût B : sin A : : AC : BC , ou *^ 
«»g3° 7 5'.3:$m 76°3i' :: 1*02». 3 # 2:BC 
L. 120a. 3a ...... . 3. 0800200 

L. m» 76 3i' v 9 - 9 6 9»°99 

Somme 13.0492299 

L. ** 93° 7*'> 3 .... . 9 • 9979Q&7 

L. BC 3.o5i324a 

Donc la distance cherchée BC= 11 a5 m . 44- 



(1) n pourrait arriver que les quatre points À , B , C , D , ne fussent 
'pas dans un même plan , alors l'angle BAC ne serait -plus la différence 
entre BAD et DAC > et faudrait avoir , par une mesure directe > la ▼*- 
leur de cet angle : à cela près , l'opération serait la même. 



* 
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lxi. Exemple IV. Trois points A, B, C, étant fi s .^. 
données sur la carte d'un pays , on propose de déter- 
miner la position du quatriemëpoint M , d'où on aurait 
mesuré les angles A MB, AMC; les quatre points 
étant supposés dans le même plan. 

Sur AB décrivez un segment AMDB, capable de 
l'angle donné BMA ; sur AC, décrivez pareillement un 
segment AMC capable de l'angle donné AMC; les 
deux arcs se couperont en A et M, et le point M sera 
le point requis. Car les points de l'arc AMDB sont les 
seuls d'où l'on puisse voir AB , sous un angle égal à 
AMB ; ceux de Tare AMC sont feâ seuls d'où l'on puisse 
voir AC sous un angle égal à AMC ; donc le point M , 
intersection de ces deux arcs , est aussi le seul d'où 
Ton puisse voir à ,1a fois AB et AC sous les angles 
AMB, AMC. Il s'agit maintenant de calculer trigono- 
métriquement la position du point M, d'après cette 
construction. 

Soient les données ABc=a5oo m , AC=7ooo m , 
BC=9ooo»s AMB=3o°8o' T AMC=i2i° 4o'. 
Dans le triangle ABC, où l'on connaît les trois 
côtés | on déterminera l'angle BAC* par la formule * raz '. 

sin^A=Ii\ 6 l 5oMSo ; d'où l'on tire a Z«r«i»i A = 
lv 2500.7000 . 



19.9384483, log sin~ A=9.9692*4i ,±A=76»3i'.-5 9 
et enfin A==i5.2°63'. Tirez le diamètre AD et joi- 
gnez DB ; dans le triangle B A D rectangle en B , 
on aura le côté BA=a5oo r et l'angle opposé BDA 
= BMA=3o°8o'; d'où résulte l'hypoténuse AD 

B A vil 

= =5374 m • 6. Tirant de même le diamètre 

tt*BDA y * 

AE et joignant CE , on aura un triangle rectangle 
ACE dans lequel on connaît le côté AC = 7000 , et 
l'angle adjacent CAE=AMG— ioo°=3 2t°4o'j d'où 
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Ton conclura A£= - ■ = 74 * 5* . 

atfLAJS • » « 

Maintenant si l'on tire AÎD et ME , les deux angles 
AMD, AMÊ étant droits, U lignp Dftf E sera 
droite. U reste donc à résoudre le, tril^ififle DAE dans 
lequel la ligne AM, dont il faut déterminer: la gran- 
deur, et la position* est perpendiculaire à DE. Or, 
ilaes ce triangle on a les côtés donnés AD = 5374-6» 
AE=74i5, et l'angle compris DAÉ— BÂC + ÇAE 
— DAB== io4p 83'. De-ïà on conclura l'angle ADË = 
56°o3'j et enfin par le triangle rectangle DÀSl on 
aura AM==4i8o™ . 83. Cette distance 1 et l'angte BÂM 
=112° 27' déterminent entièrement la position du 
point SI. 

Principe pàxlï là résolution dès triangles 
spheriques rectangles. 

lxii. Dans tout triangle sphériquefectàrtgle^ 
le rayon estf au sinus de l'kfpvténusé, comme 
le sinus d'un d&s àngiës obliques est du sinus du 
côté opposé:- " <; i f " ' i 

%.«>. *88ti ' AfiSc " U tfrrahgfe ^rjhériquk ^rdptJsê'/A son 
angle droit , B et Ç les deux aYttf es angle» que» nous 
appellerons angles obliques, et (fui cependant pour- 
raient' éfre dréits l'un' pu. Vautré, <ni tous les deux ; je 
diiqrfonàuralaproporticRiR; 5//iBG :; shzB: sinAG. 
r Du oenfcre O de là sphère , ritônei les rayons OA > 
QBj OG ; prenez ensuite OF égal au rayon des tables , 
et du porai F menez F0 perpendiculaire sur OA $ la 
ligne FD sera perpendiculaire au plan OAB , puUque, 
par hypofliesë , l'angle A est droit', et qu'ainsi les deux 
plans OAB, OAC sont perpendiculaires entre.eux. Du 
poinp D menez DE perpendiculaire sur QB , et joigne» 
EF ; la ligne EF sera aussi perpendiculaire sur OB , 
et ainsi l'angle DEF mesurera l'inclinaison des deux 
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plails OBA,*OBC , et sera égal à l'angle B du triangle 
ABC. Cela posé dans le triangle FEF rectangle en D, 
on a R ïsinDEF :: EF : DF ; or l'angle DEF=B^ et 
puisque OF= R , on a EF = sin DOE = sin BC , DF= 
sin AC Donc II s sin JB ; : sin BC ; .sin AC * ou 

R : sin BC :: sin B isin AGL. . 
Si on appelles l'hypoténuse ou coté opposé à l'angle 
droit A , b le côté opposé à l'angle B , c le côté opposé * 
à l'angle C ; j on aura* donc ^ 

.R: su**? :: sin B : sin b :: sin.Gisin c> 
ce qui fournit déjà deuk équations entre les punies du 
triangle spbérnjue' rectangle. 

lx*i*\ Dans iout tHdngle sphérïqite rectangle 
lé tàjron est ttu cosinus d'un angle oblique , 
tomate ta tangente de*V hypoténuse est à la 
tangetite éfat côté adjacent à cet angle. 

Soit toujours ABC le triangle proposé rectan- fig. 1». 
gle en A, je dis qu'on aura R : cos B ; : tang BC : 
utng AB. ■ \ ' • " 

Car en faisant la même construction que ci-dessus y 
le triangle rectangle D E F donne la proportion 
R : cos DEF :: EF ; ED.. Or on a DEF=B, ÊF= 
sin BC, OE=?=ca$.B.G, et* dans le triangle OE£> 

rectangle eii E, on a DE= • - - ■«* — > -■- 

^ I 

corBCta/î^AB « À •• «r* 

: — : .; donc R : roi B :: sm BL ,: , 

<w B.C to/wAB , » Jà éB.G ;- . : ; vw •' « 
: : : r~r~r ' tans ÀB , ou entin 

B.:èosB<r.tâh$m:tèng&&/. 
9i on fait comme ci-dessiri BGdbar et A'É — e > 
on aura R : cas B :: tari# « : tangc, ou câî B = 

R to/wr c tang c cota • « . . .. 

2 — — — 2 — , — -.. £ e même principe apph- 

tang a R . r r . rr. 
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. R tang b 

que à l'angle C, donnera cos Ç= = 

* ° tang & 

tang b cot a 
R 

rxiv. Z)a/w ft>#f triangle sphèrique rectangle 
le rayon est au cosinus d'un côté de Vangle 
droit 9 Comme le cosinus de Vautre côté est au 
cosinus de V hypoténuse. 
Ag.io. Soit ABC le triangle proposé rectangle en À, je 
dis qu'on aura R : cos AB :: cos AC : cos BC. 

Car la construction étant la même que dans les 
deux propositions précédentes , le triangle ODF 
rectangle en D, où Ton a l'hypoténuse OF = R, 
donnera OD = cas DO F =cos AC; ensuite le 
triangle ODE rectangl* en E, donnera OE = 

OD cos DOE cos KC cos KB ,_ . - 

. — = . Mais dans le tri- 

R « R 

angle rectangle OEF, on a OE = cos BC; donc 

cos A C cos A B . 

cos B C = .— — — , ott) ce qui revient au 

R 

même, 

R : cos AC :: cos AB : cos BC. 
Ce troisième principe s'exprime par l'équation 
Il car a = cos b cos c, et n'est pas susceptible d'en 
fournir une seconde, comme les deux précédents, 
parce que la permutation faite entre b et c n'apporte 
aucun changement à l'équation. 

lxy. Au moyen de ces trois principes généraux , 
on en peut trouver trois autres nécessaires pour la 
résolution des triangles sphériques rectangles. Ces 
derniers principes pourraient se démontrer direc- 
tement, chacun par une construction particulière : 
mais il est préférable de les déduire des trois premiers 
par voie d'analyse , ainsi qu'on va le faire. 

• , . _ R sîn b • R tang b 
Les équations sin B= — , cos C= 2 — 

fin a tang a 
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. cos C tang b sin a 
donnent par leur division — ; = — - 



sin b sin b tang a j 

cos a . Cos c 

= C suivant le troisième principe) .On 

cos.b v * J J R 

a donc ce quatrième principe 

sin B : cos G :: R : cos c , 

duquel résulte aussi par la permutation des lettres 
sin C : cos B :: R : cos b. 

Le premier et le second principe donnent 

, R s in b R tang c 

sinB= , cos B= ; delà on. déduit 

sin a tang a 

sin B tang B sin b tang a R sin b 

ou 



cos B R sin.a tang c cos a. tang c 

R 1 sin b 

( en vertu du troisième principe ) = 

cos b cos c tang c 

tang b . 

. Donc on a pour cinquième principe l'équa- 

sin c 

. R tangb 

tion tang B = ou "analogie 

sin c ° 

R : tang B :: sin c : taàg b; 

d'où résulte aussi par la permutation des lettres: 

R : tang C :: sin b : /ang' c. 

Enfin ces deux formules donnent tang IL tan}gG=z 

R* tangb tang c R* . . 

. . _ = ( en vertu du troi- 

tt'/ï b sin c cos b cos c 

• R 3 

sieme principe) . Donc R 3 =.cosa tango tang C, 

* * cos a 

ou cot.B cot C = R cos a\ ou 

tangB : cot C :: R : cos a. 
C'est le sixième et dernier principe : il n'est pas 
susceptible de fournir une autre équation , parce que 
la permutation entre G et B n'y produit aucun chan- 
gement. 
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Voici la récapitulation de ces six principes dont 
ouatre donnent chacun deux équations 

I. B.sinb = fmasin'B), 'Ksinczzzsin asinC 

IL "R.tûngbz=itdngacosCi RtangC = tangacoi& 

III. R cos azzzcàsb cosc^ 

IV. R cos B=jrâr C Cos b, Hcos Cdriût tocosc 

V. HtartgbzzzsinctaxgB, î{ïangc==:siàt>tangC 

VI. R cos a = cot B cot C. 

H en résulte dix équations contenant toutes les rela- 
tions qui peuvent exister entrtf trois des cinq éléments 
B, C, a, 6, c; de sorte que deux de ces quantités 
étant connues avec l'angle droite on connaîtra immé- 
diatement la troisième par Son sinus , ion cosinus , 
sa tangente ou sa cotangente. • 

( txvtk II est à remarquer que lorsqu'un élément 
sera déterminé par son sinus seulement.,, î& y m*a 
derât valeurs dé cet élément, et par conséquent dewx 

triangles qui satisferont à la question. Gar le même 
sinus qui répond à un angle ou à un arc, répond aussi 
à son supplément. Il n'en est pas de même lorsque 
l'élément inconnu Sera déterminé par son <5asinus, sa 
tangente ou sa cotangente. Alors on pourra décider , 
par le signe de cette valeur., si l'élément dont il 
s'agit est plus grand'ou plus petit que ioo°; l'élément 
sera plus petit que ioo°, si son cosinus, sa tangente 
ou sa cotangente a le signe -f-. Il sera plus grand que 
ioo°, si l'une de ces lignes a le signe — . On pouAait 
aussi établir sur ce sujet des préceptes g&iéraux , qui 
ne seraient que des conséquences des six équations 
démontrées. 

Par éxeniple , il résulte de l'équati£n R cas a z=z 
cos b cos c , que les trois côtés d'Un triangle sphérique 
rectangle sont tous moindres qnç ioo° , ou que des 
trois côtés deux sont plus grands que ioo°, et le troi- 
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sieme moindre. Aucune autre combinaison ne peut 
rendre le signe de cos b cos c pareil à celui de cos a , 
comme cette équation l'exige. 

De même l'équation JLtangÇ=:sinb tangc, où 
sin b est toujours positif, prouve que tang G a tou- 
jours le môme signe quetang c. Donc dans tout 
triangle sphérique rççtangle un angle oblique et te 
côté qui lui est opposé, sont toujours de la même 
espèce ; c'est-à-dire 9 sont tous deux plus grands ou 
tous deux plus petits que ioo°. 

Résolution des triangles sphériques rectangles. 

lxvii. Un triangle sphérique peut avoir trois angles 
droits, et alors ses trois côtés sont de ioo°;il peut 
avoir deux angles droits seulement, alors les côtés op- 
posés sont tous deux de ioo° , et il reste un angle avec 
le côté opposé qui sont mesurés l'un et Pautre par le 
même nombre de .degrés. Ces deux sortes de triangles 
ne peuvent, comme on voit , donner lieu à aucunpro- 
blême; on petit donc faire abstraction de ces cas parti- 
culiers , pour ne considérer que les triangles qui ont 
un angle droit seulement. 

Soit A l'angle droit, B et Ç les deux autres angles 
que nous appelerohs angles obliques , soit a l'hypoté- 
nuse opposée ài'angle Â> b et c les côtés opposés aux 
angles -B et G. Etant données deux des cinq quantités 
B, C, a, b , c, la résolution du triangle se réduira 
toujours à l'un des six cas suivants. 

• PBEMIEH CAS. .j 

•jœnm Etant données ^hypoténuse a et m 
côté b , on trouvera les deux angles B et C et 
le troisième côté c par les équations 

R sin b tang b cot a R cos a. 

w/*B=3— : ,cosG=z ■■ ■ ,cûsç= — — -—• 

sin a R cos b 
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L'angle C lie peat laisser aucune incertitude, uon plus 
. que le côté c ; quant à l'angle B , il doit être de mêmç 
espèce que lé côte donné b. 



DEUXIEME CAS. 



txix. Etant donnés les deux côtés de l'angle 
droit b et c, on trouvera V hypoténuse a et les 
angles B et C par les équations : 

cos b cos c „ R tangb Rto/agc 

cos az=. , tangVzzz — : , tangl*= t 

R sin c sm o 

Il n'y a dans ce cas aucune ambiguïté. 

Ê 

TROISIEME CAS. 

lxx. Etant donnés l'hypoténuse a et un angle 
B i on aura les deux côtés b et c et l'autre angle 
C par les équations : 

x sinasinB tangacosB cosatangH 

sinb=z , tangcz=z , cot Cnr 

R IV. il 

Les éléments c et C sost déterminés sans ambiguïté 
par ces formules ; quant au côté.&, il sera de même 
espèce que B. /*. , 

QUATRIEME CAS* 

lxxi. Etant donné le côté de l'angle droit b 
avec l'angle opposé B , on trouvera A, cet C par 
les formules: 

IX sin b langbcotB R cos B 

sin a=2 — - — — - , sin c= — , sm C= r — ■ 

imB R ., - cosb 

Dans ce cas, les trois éléments inconnus sont déter- 
minés par des sinus , ainsi- la question est susceptible 
de deux solutions. Il est évident en effet que le trian- 
fig- il g le A ^C et le triangle AB f C sont tous deux rectanr 
gies en A , ont tous deux le même côté AC= b et le 
même angle opposé B=B'. Au reste, les valeurs 
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doubles doivent se combiner de manière que c ejt 

C soient de la même espèce, ensuite l'espèce de c et 

J) détermine celle de a , par l'inspection de la formule 

cos b cos c=R cos a, mais la valeur de a se déter- 

t- il* • . B[ sin b % 

minera directement par 1 équation sm a = — : • 

sin B 

CINQUIEME CAS. 

lxxu. Etant donné un côté de l'angle droit b 
ayeç V angle adjacent C , o/z trouvera les trois 
autres Cléments a , c . B , par les formules : 

cotb cos C sin b tang C cos b sin C 
c* azzz g ,, tang*=: — , «wB= - 

Dans ce cas il ne peut rester aucune incertitude sur 
l'espèce des éléments inconnus. 

^SIXIEME CAS* 

lxiiii. Etant donnés les angles obliques B et 
C, on trouvera les trois côtés a, b, c, par lés 
formules .\ 

cot&cotC , IL cos B KcosC 

cos az=z ^cosbzn — : — -— , cos c zn 



R . sinC ' sùi.B 

Et dans ce cas il ne reste encore aucune incertitude» 

REMARQ UE 

lxxiv. Le triangle sphériqùe dont A, B y C, sont 
les angles , et a , b , c les côtés opposés , répond tou- 
jours à un triangle polaire dont les angles sont sup- 
pléments des côtés a, &, c, et les côtés suppléments 
des angles A , B , C ; de sorte que si on appelle 
A'',B', C, les angles du triangle polaire, et a\ b\ c', 
les côtés opposés à ces angles , on' aura 

A'=aoo° — a,B' = 200° — J,C' = iioo — c 
a'=20o — A,£'= 2oo°~--B,c 'srjaoo -— C. 
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Cela posé , si un triangle sphérique a un côté a égarl 
au quadrant , il est visible que l'angle correspondant 
À' du triangle polairesera droit, et qu'ainsi ce trian* 
gle sera rectangle. Donc les deux données qu'on doit 
avoir , outre le côté de ioo° , pour résoudre le triajngle 
proposé , serviront à trouver là solution du triangle 
polaire, et par suite celle du triangle proposé. On 
pourrait tirer de là des formules semblables aux pré- 
cédentes pour résoudre directement les triangles 
sphérique* qui ont un côté de ioo°. 

Un triangle isoscele se partage ep deux Jriapgle* 
rectangles égaux dans toutes leurs parties , ainsi la 
résolution des triangles sphériques isosceles dépend 
encore de celle des .triangles sphçriqmeé rectangles. 

Soit ABC un triangle sphérique, tel que les deux 
côtés AB, BC soient suppléments flfri de l'autre; si 
fig. ia. °n prolonge les côtés AB , AC juscfU'à leur rencontre 
en D , il est clair que BC et BD seront .égaux comme 
étant ^suppléments d'un même côte AB; d'ailleurs il 
est visible que lés parties du triangle BCD étant con- 
nues, on connaît celles du triangle ABC qui est le 
reste du fuseau AD, et vice versa, .Donc là résolution 
du triangle ABC , dans lequel deux côtés font en- 
semble 200 , se réduit à celle dû triangle isoscele 
BCD , ou à celle du .triangle .rectangle BDE qui est 
la moitié de CBD. 

Lorsque les deux côtés AB , JPÇ,, .sç>nt suppléments 
l'un de l'être, il faut que les angles onposés BAC, 
.AGB, soient ?tussi <supplémçn^ Fun ^lè .l'autre ; car 
JBCD est suppléant de 0GA j^or ;BÇD =D = A. Donc 
on ne peut #v,oir a-±-c=.noç>v ? saos avoir .en, même 
te,mps A+X^sop*, ce gui ,est réciproque. 

De là on «voit que la résolution des triangles sphé- 
riques rectangles comprend, i°. celle des triangles 
sphériques qui ont un côté égal au quadrant; 2 celle 
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«les triangles sphériques isosceles ; 3°. celle des trian- 
gles sphériques,. dans lesquels la somihe de deux côtés 

est de 2oo° , ainsi que celle des deux angles opposés» 

Principes pour la résolution des triangles 
sphériques en général. 

rxxv. Dans tout triangle sphérique les sinus* 
des angles sont comme les sinus des côtés opposés* 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque , je dis 
qu'on aura sin B : sin C :: sin AC : sin AB. fi g- >3j 

Du sommeÇ A abaissez Tare AD perpendiculaire sur 
Je côté opposé BC, les triangles rectangles ABD, 
AGD donneront les proportions 

. sin B ; R :: sin AD : sin AB 
R : sinC :: sin AC : sin AD. 

Multipliant ces deux proportions par ordre et omet- 
tant les facteurs communs , on aura 

sin B : sin C :: sin AC : sin AB» 

Si la perpendiculaire A D tombait au dehors du trian- . 
gle ABC, on aurait les deux mêmes proportions 
dans l'une desquelles sin C désignerait ,si>* ACD; 
mais comme l'angle A CD et l'angle ACB sont sup- 
pléments l'un de l'autre , leurs sinus sont égaux ; 
ainsi on aurait toujours sin B : sin C :: sin A C : sin 
AB. 

Soient a , b , c^ les côtés opposés aux angles A , B , C 7 
chacun à chacun, on aura, suivant cette proposition, 
sin A : sin a :: sin B : sin b :: sin C : sin c\ ce qui 
donne la double équation : 

sin A sin B sin G 



» ■ ■■• 



sin a sin b sin c 

a5 
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lxxvi. Dans tout triangle sphérique le cosinus 
d'un angle est égal au quatre du rayon multi- 
plié par le cosinus du côté opposé , moins le 
produit du rayon par les cosinus des côtés adja- 
cents, le tout divisé par le produit des sinus de 
ce? mêmes côtés : c'est-à-dire, qu'on a pour Van- 

, _, , ~ R a cosc^TLcosacosb 

ele C j por exemple, cos C = : ^ 

On aurait semblablement pour les deux autres 

, R* cwa- IL cos b cas c 

angles, cos A = tt-, , et cos B = 

° ' sut b sine 

R* cos b*— R cos aco% c 

' ' ■ ■ ■ ■ m 

sin a sin c 

€g. i$. Soit ABC le triangle proposé dans lequel on fait 
BC=a, AC=£, AB=c Du point O, centre de 
la sphère, tirez les' droites indéfinies OA, OB, OC; 
v prenez OD à volonté , et par le point D , menez DE 
dans le plan OCA et DF dans le plan OGB, toutes 
deux perpendiculaires à OD, lesquelles rencontrent 
en £ et F les rayons OA, OB, prolongés; enfin 
. . joignez EF. 

L'angle D du triangle EDF est par construction 
l'angle que font entre eux les plans OCA, OCB, 
ainsi l'angle EDF est égal à l'angle C du triangle 
sphérique AQB : or dans les triangles DE F, OEF, 



>*iy, on a* 



cos EDF — DE-f-DF— EF 
R aDE.DF 

— a a —a 

cos EOF _ OE-f-OF— EF Y 

R ~ aOE.OF 

Prenant dans la seconde la valeur de E F et la 
substituant dans la première, on aura 
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a * — » , a • COS EOF 

cos EDF DE+DF— OE— OF + a OE.OF — s — 



R a DE.DF 

Or OE*— DÊ*= ÔD et ÔF — DF = Ô5\ on a donc 

_„ OE.OF. «wEOF—OD.R 

cos EDF= ^^ , ■ -; 

DE.DF 

Il ne s'agit plus que de substituer dans cette équation 
les valeurs relatives au triangle sphérique: or on a 

OE R 

EDF=C, EOF = AB = c, — = - - = 

* DE sût DOE 

R' OF R R OD cos BOE 



sinb DF sin DOF sin a DE ^DOE 
cosb OD c<w DOF cos a 



Donc 



sin b D F sin D O F sin a 

R a cos c — R cos a cos b 

cos C== r : — 7 — ■ 

sin a sin b 

Ce principe qui, étant appliqué successivement 
aux trois angles , fournit trois équations , suffit pour 
la résolution de tous les problèmes de la trigono- 
métrie sphérique : îl a, par rapport aux triangles 
sphériques , la même généralité que le principe da 
l'art, xlv, par rapport aux triangles plans.. En effet, 
puisqu'on a toujours trois : éléments donnés par !• 
moyen desquels il faut déterminer les trois autres , 
il est clair que ce principe donné les équations né- 
cessaires pour résoudre le problêine ; équations qu'il 
appartient à l'analyse de développer ultérieurement , 
pour en tirer, suivant les différents cas, les formules 
les plus simples et les ùiieux adaptées au calcul loga- 
rithmique. 

Llxvn. Puisque le principe dont nous parlons est 
absolument général , il doit renfermer tous les autres 
principes relatifs aux triangles sphériques , et notam- 
ment le principe du l£. ?5; C'est ce qu'il est facile 
de vérifier. 

p.5. 
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R* cos c— R cos a cos b 

En effet l'équation cos C=- : — ; — — 

* sin a sm à 

donne R* — cos* C ou sin* C = 

R* sin*asm*b-JL* cos.*acos*b+-%K i cosacosbcosc—TL 4 cos*c 

_ • 

sin* a sin* b 
Or sin* a sin* b= ( R a — cos* a) ( R a — cos*b) = 
R* — R 1 cos a a — R* cos* £ -h cas* a cos* b. Donc en 
substituant et extrayant la racine, on aura 

R 
sinCzz \/(K i ^K*cos i a^fi*cos*b^R*cos*c-^-iLRcosacosbcosc). 

si n a sin b 

Soit pour abréger Z = V ( R 4 — R* cos* a—R* cos* b 
— R a cos* c -h 2 R cos a cos b cos c ) , on aura donc 

RZ sinC RZ 

sin C= — *ou ~ — = ~ r~r~ : — 

£t/2 a w £ «« c sin a sm sin c 

.Les valeurs de cos A et de cos B donneraient sem- 

sin A R Z sin B 

blablement— — =s -^ ■ » - 



f //j a sin a sin b sin c sin b 
— : : ; car la quantité Z ne change pas, 

sin a sin b sin c 

lorsqu'on fait la permutation entre deux des quan«* 

, , sin A sin B sin C 

tites a , b , g : donc on a = — -— = » 

m/î jt/t b sin c 

ce qui est le principe du n°. y5. 

lxxviii. Les valeurs que nous venons de trouver 
pour cos C et sin C , peuvent servir à trouver les 
* angles d'un triangle sphérique dont on connaît les 
trois côtés ; mais il existe d'autres formules plus com- 
modes pour le calcul logarithmique. 

En effet , si dans la formulé R* — R coi C s ^ 
sin* 7 C , on substitue la valeur de cos C , on aura 
a sin* -£ C cos C cos a cos b-\-sin a sin b — R cos c 

R* R sin a sin b 

Le numérateur de cette expression se réduit à 
R cos (a — b) — R cois c$ or d'après la formule- 



m 
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B. cos if— -R co5//=2 51/17 (p+ç) uni (p — 9)*, on *xxtih. 
trouveRcos (a — ft)— R cosc = 2s/f&7 (c — b-\-a) 
$in± (c — a-\-b) ; donc ; 

( c +b — a\ . /c-f-a— ô\ 
) «n ( 1 
_ 2 ) \ 2 >/ t 

c+6 — a . c-J-a — b 
ou sin^ C=R V \ 2 2 



tt/i a #m b 

Il est évident qu'on aurait des formules semblables 
pour exprimer sin 7 A et sin 7 B , par le moyen des 
trois côtés a, &> c. 

lxxix. Le problème général de la trigonométrie 
sphérique consiste, comme nous l'avons déjà dit, 
à déterminer trois des six quantités À , B , C , 
a , b , c, par le moyen des trois autres» Il est né- 
cessaire, pour cet objet , d'avoir des équations entre 
quatre de ces quantités, prises de toutes les manières 
possibles , or, six quantités combinées quatre à 

6.5 
quatre ou deux à deux, donnent — - — ou i5 combi- 

'1*3 

naisons * ainsi il y aura quinze équations à former ; 
mais si on ne considère que les combinaisons essen- 
tiellement différentes , ces quinze équations se réduir 
ront à quatre. 

En effet, on a, i°. la combinaison a bcA, qui 
comprend , par la permutation des lettres ,aic,A, 
abcB^abcC, 

2 . La combinaison a b ÂB, d'où résultent ab AB y 
&cBC, a c'A G; 

3°. La combinaison a £ A C, qui comprend lés six 
aftAC, a bB C, ac AB, ac BC, écAB, *cAC; 

4°. Enfin la combinaison a ABC, qui comprend 
les troisaABC, JABC, c ABC. 

La totalité des combinaison* est quinze , Hiais on 
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voit qu'il n'y en a réellement que quatre différentes. 

. R* co&.a~ Kcos b cos c 

txxx. L équation cos A = : — - — ; 

* sin b sm c 

représente déjà la première combinaison abc A et 

celles qui en dépendent. 

Pour former l'équation qui répond à la combi- 
naison a b A B , il faut éliminer c des deux formules 
qui donnent les valeurs de cos A et cos B, mais l'éli- 
mination a été déjà faite ( art. 77) , jet le résultat est 
sin A sin B 

sin a sin b 

- » 

La troisième combinaison se forme, de la rela- 
tion entre a, £, A, G; pour cela ayant les deux 
équationa 

cos A sin b sine =K* cos a —-K cos b cos c, . 

cos C sin b sin assz K* cos c— B. cos b cos a, 
on en éliminera d'abord cos c , ce qui donnera Kcos A 
sin c-hcos C sin a cos £= R cos a* sin b : mettant 

. 11 .1 i- . • - sin a sût C 

ensuite dans celle-ci la valeur sin c== — ; — - — 5 on 

sin A 

aura pour la troisième combinaison 

cot A sin G -f- cos G cos b = cot a sin b. 

Enfin pour avoir la relation entre A , B , C , a , 
j observe que dans l'équation précédente le terme 
. . _ sin b sin B , 

tôt a $in ft s=R cos a. ,—. — =^=R cos a 77^; donc , 

sm a sm A 

en multipliant cette' équation' par sin A, on aura 

R cos A sin C = R cos. a sin B— sin A cos G^cos b. 

n<<( • * 

Si dans cette équation on permute entre elles les let- 
tres A et B, ainsi que. a et i, on aura 

. K cos B sin Cz=K çosbsinA — sinfiçpfCcosa. 

Et de ces deux-ci , on tire , en ebassant cos b , 

R a cos A sin C+R ços B sin G cos G— cos a sin B sin' C. 



$!'• 
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Donc enfin 

R* cos A+R cos B cos C 



cas a-zn 



■ i 



fin B *w C 

C'est la relation cherchée entre À , B , C , a , pu la 
quatrième des équations nécessaires pour la résolu- 
tion des triangles sphériques. 

iiXxxi. Cette dernière équation entre A , B , G ,&., . 
offre une analogie frappante avec la première entre 
a , b , c , A : et on peut rendre, raison de cette ana- 
logie par la propriété des triangles polaires- ou sup- 
plémentaires. En effet, on sait que le triangle dont 
les angles sont A > B > G , et les côtés opposés 0, 6, c , - 
répond toujours à un triangle polaire, dont les côtés 
sont aoo°— A^.200 — B, 200 — ^G, et les angles 
opposés ^qo*— a, 200 — *, aoo°— <?. Or le prin- 
cipe de l'ait, xxxvs étant appliqué à ce dernier trian- 
gle^ il en résulte 
v. _. ■ R a o0*(2Oo o r A.)-Rcof(ftoo o -B)c<w(aoo°^C) 

COS (200 -«) = — ; . 9 

v ««(200 — B)fr/t(200°— C) 

ce qui se réduit à 

* ' » R a cos A-j-B. cos B a* C 

COS £1 = : ; *-r ■" * . •' - ■ » 

ft/z B «us C 

» 

ainsi que nous l'avons trouvé par, une autre voie. 
.' Cette formule résout immédiatement le cas où 
Ton veut déterminer un côté par le mqyen de trois 
angles; mais, pour avoir une formule plus com- 
mode pour le calcul logarithmique, on substituera 

cos a 
la valeur de cos a dans l'équation 1 ~ 



R 

"^-±Z ce « u i ekmnera ~~" > '" -sa ; •• . . 
R* ' ^ R a . 



2 sin* ±a . ' sin* ^a 



sintosinC-cosBcosC—RcosA. -Rco* (B-|-C)-Rc<mA 
2 sin B s in C . a sin B sin C 

_ * ^ 

Et parce qu'on a en général* R cos p + & cosq : -=^ *sxrm. 
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3 co$;(p + q) cos 7 (p — q) , cette équation se 
réduit à ' 

sin*± a_ — cos\ ( A+-BH-C) cos f ( B+C — A) 
R a — '. tin B sût Ç ' 

où il faut observer que le second membre, quoi- 
que sous une forme négative, est néanmoins tou- 
jours positif. Car on a en général sin (x — ioo°) = 

sin a: cos ioo° — cos œ sin ioo° 

, -- : = — cos as ; donc 

MX 

_ C05 i. (A + B+C)= y i>( A ^^ +€ - IO o o y 

quantité qui est toujours positive, parce que A-^B 
-h C étant toujours compris entre aop et 6oo° , l'an- 
gle ^(A+B+O) — ioo° est compriseotre zéro et 
2M>o°; d'ailleurs cas ^ ( B + C — A) est toujours po- 
sitif, parce que B-+-G* — A ne peut pas surpasser 
200°; en effet dans le triangle polaire le côté 0,00° 
— A est plus petit .que la somme des deux autres 
aoo° — B , 200 — C ; donc 0/1 a 200° — A < 4oo° — B 
«—G, ou B+C — A<aoo°. 

Etant ainsi assuré que le résultat sera toujours 
positif, on aura, pour déterminer un côté par le 
moyen dés angles , la formule. 

A-J-B + C B-f-C — A 

— *CÔS cos 



ia = B.\/\ 



sin B sin C 

iiXïxn. Il faut faire voir maintenant comment, 
de ces formules générales, on peut déduire celles qui 
concernent les triangles sphériques rectangles. Pour 
cet effet, on fera A=ioo°, tant dans les quatre for- 
mules principales que dans celles qui en dérivent par 
Ja permutation des lettres. Et d'abord l'équation 
cos A sin b sin c = R* cas a — R cos b cos c, donnera 
par cette substitution 

R cos nz=zcps b cos c. (1) 

Les dérivées de Téquatîon générale ne contiennent 
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point A , et ainsi ne donnent aucune relation nou- 
velle dans le cas de A=ioo°. 

L'équation ■ = ,' donne dans le cas de 

sin a sin b 

A=ioo°, 

R sin B 

( 2 ) 



sin a sin b 
•n \ •■ / • , s * n A sin C _ , . 

Et la dérivée =— : — , donnerait également 

sin a sin c 

R sin C 



; mais celle-ci est elle-même une 



sin a sin c 

dérivée de l'équation (2). 

L'équation cot A sin C -h cos C cos ft== cot a sin b , 
donne dans le eas de A= ioo°, cos G cos bzzzcot a 
sin b, ou 

cos C tang a= R tang b. (3) 

La dérivée cot C sin A-f- cos A cos b = cot c sin b, 
donne dans le même cas , R cot G = cot c sin b, ou 
R tang c=sin b tang C. (4) 

Enfin la quatrième équation principale sin B sin G 
cos a=R a cos A-hR cas B cos C , et sa dérivée sin A 
sin C cos b = R* cos B 4- R cos A cos C , donnent dans 
le cas de A== ioo°, sin B sin C cosa=szK cos B cos G 
et sin C cos i=R cos B, ou 

eût B cot C = R cos a, (5) 

sin G cjo$ è = R cos B. (6) 

Ce sont les six équations sur lesquelles la résolution 
des triangles rectangles est fondée. 

lxxxiii. Nous terminerons ces principes par la 
démonstration des analogies de Néper , qui servent 
à simplifier plusieurs cas de la résolution des trian- 
gles sphériqûes. 

Par la combinaison des valeurs de cos A et cos G 

. * • * 

exprimées en a , b y c, nous avons déjà obtenu 
l'équation* *ixxx, 

R cas A sin c=R cos a sin f>~cçs C sin acosb-. 
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Celle-ci donne par une simple permutation : 
R cos B sin c=Rcosb sin a—>cos G sin b cas a. 

Donc en ajoutant ces deux équations , çt réduisant t 

on aura 

sine (cosA-f-eûsB)=(R — cos C) sin (a + b). 

sin c sin a sin b 

Mais puisque -— ; = — — - = -7— r* on a 
* * sin C sin A. sin B 

sin c (sin A + sinB)t=:sin C (sina+sinb) 
et sin c (sin A — smB)=sm C (sin a — sinb). 

Divisant successivement ces deux équations par la 
précédente, on aura 

sin A+sin B- sin C Hna-\~sinb 

cos A.-+-COS B R— • cos C sin(*-\-b) 

sin A— sin B sin C «/?a — sin b 

— •— ■— — ■— — — — . _____ • ■ „ 

c<wA-f-carB R — cos C W/*(«-È-&) 

Jït eh réduisant celles-ci par les formules des arti- 
cles, xxix et xxx , il viendra 

Donc étant donnés- les deux côtés a «t- i avec T&ngle 
compris C, on trouvera les deux autres* angles A et 
B par les analogies , 

cos±(a+b):cos~(a— b) :: cot{C:tang±(A+-B) 
sin± (a + b) (: sin± (a — b):: cot±C:cangi (A — B). 
Si on applique ces mêmes analogies au triangle po- 
laire du triangle ABC, il faudra mettre 200 — A, 
ado — B,aoo° — à y 200^ — i,20o° — c, à la place de 
a , b i A , B , \3 , respectivement , et on aura pour 
résultat ces deux autres, analogies 
C057 (A+B) :cos{ (A— B) :: tang\c:tang{ \a'-\- b) 
sin ^(A+By.sin^A— 'B) :: tang±t:tang±(a— b) 
au moyen desquelles , étant donnés, un côté c et les 
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deux angles adjacents A et B , on pourra trouver les 
deux autres côtés a et Z\ Ces quatre proportions sont 
connues sous le nom d? Analogies de Néper. 

Résolution des triangles sjphériques en 

général. 

La résolution des triangles sphériques comprend 
six cas généraux , que nous allons développer suc- 
cessivement. 

* « 

PREMIER CAS. 

lxxxiv. Etant donnés les trois côtés a , b , c , on 
trouvera un anglç quelconque, , par exemple, 
l'angle A opposé au côté a , par la formule : 

. a-\-b — c . a-\-c — b 

sin sin 

sin 



m^A = Rv/J 



sin p sm c 
0.ETPXJBME CAS. 



lxxxv. Etant, donnés deux côtés a. et b avec 
l'angle A opposé à l'un de ces côtés, trouver le 
troisième côté c et Içs deux autres angles BetC. 
> x°. L'angine R\s& trouvera par Inéquation sin B= 

sin A sin b 



— : »-• 

sm a 



2 . Pour avoir l'angle G il faut résoudre l'équation 
cot A sin G -+- cos C cos b = cot a sin b. 
Soit pris pour cet effet un angle auxiliaire' 9 de ma* 

, • cos b tang k 

mère quon ait tang 9== — ; \, ou cot A = 

R 

<os b cos 

: ; cette valeur de cot A étant substituée 

sin<p 

cos b 

dans l'équation à résoudre, donne — — (cosQsinG-h 

* ... sin 9 v 



I 
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sin 9 cos C ) =cot a sin b , d'où l'on tire 

. • v tarie b sin 9 
jfo(C + 9) = r - 

Par cet artifice , on voit que les deux termes incon- 
nus dans l'équation proposée se réduisent a un seul , 
d'où il est facile de tirer l'angle G. 

3°. Le côté c se trouvera par l'équation 

sin a sin C 

sin c = : . 

sin A 

On peut aussi le déterminer directement par la 
résolution de l'équation : 

R cas b cos c + cos A sin b sincz=z B. a cos ai 

R cos b sin 9 

Pour cet effet , soit ctos A sin b s= , où 

cos 9 . 

cos A Sang b 

iangf=: , on aura 

R 

cos b # 

— — (cos c cos 9 + sin c sin 9) = R cos a. Donc en 

cos 9 J 

cherchant d'abord l'auxiliaire 9 par l'équation tangf 
cos A tang b 

= — , . on aura le côté a par l'équation 

, x ' cos à cos 9 

cosic — 9)=> ' L . 

v TJ cosb 

Qe second cas peut avoir deux sàlùtibns, ainsi que 
le cas analogue des triangles rectilignes. 

TROISIEME 1 CAS. ' 

» * 

lxxxvi. Etpnt donnés deux côtés a et h avec 
V angle compris C , trouver les deux autres angles 
A et B et le troisième oôté c\ p * 

f °. Les angles A et B se trouvent par ces deux 
équations 

. cot a sin b—cos C cos b 

COt Ars " 1 ■ ■ ■ ■ '■- . * % " 

sin C 



cot B= 
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cot b sin a — cos C cos a 



stn C * 

dans lesquelles les seconds membres pourraient être 
réduits à un seul terme, au moyen d'un auxiliaire; 
mais il est plus simple , dans ce cas > de se servir des 
analogies de Néper, qui donnent 

A— B , _, sin±(a—b) 

tang =:cot-C. . / 

A+B co S ±(a-.b) 

tans = cot - C . . 

^ a a co$i(a+b) 

a Connaissant les angles A et B, on pourra cal- 
culer le troisième côté c par l'équation sin c = 

sin a . ; mais pour détermine? c directement , 

sin A 

on a l'équation 

R* cos c=sin a sin b cos C -H R cos a cos b. 

Soit pris l'auxiliaire ? , de manière qu'on ait sin b 

_ cos C tang b 

cos G = cos b tang f , ou tang f = — — 9 on 

R 

aura 

êo s b 
cos c = cos (a — 9). 

cos<p 

QUATRIEME .CAS. 

lxxxvh. Etant donnés deux angles A et B 
avec le côté adjacent c , trouver les deux autres 
côtés a et b , et le troisième angle C. 

i° Les deux côtés a et b sont donnés par les for- 
mules 

cot A sin B -f- cos B cos c 

cot a ~ ■■■■■■ . j 



çotb~ 



sm c 
cot B sin A + cos A cos c 



^««« —n 1 ■»'■» 

f 01 C 
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Mais on peut les calculer plus facilement par les 
analogies de Néper , savoir : 

. . A-+-B . A — B , * — h 

sin : sin :: tang 7 c : tang 

2 a a 

A + B A — B x a + b 

cos : cos :: tang-c : tang • 

a a a 

a° Connaissant a et b, on trouvera C par l'équa- 

sin c sin A 

tion sin C = ; mais on peut aussi trouver 

sin a 

C directement pat l'équation 

R a cos C =; cos ç sip, A sin B— - R cos A cos B. 

Soit pris l'auxiliaire Ç , de manière qu'on ait 

. « r% ' cosctangB 

cos c sm B==coiB cot<? , ouco£Ç= — — - — : — , 

B. 

on aura 

_ _ sin (A — 9) 

cqsC=cqsB. r —' 

sin <p 

Ce cas et le précédent ne laissent aucune indétermi- 
nation. 

CINQUIEME CAS. 

r xxxviii. Etant donnés deux angles A et B 
avec le côté a opposé à l'un de ces angles, trou- 
ver les deux autres côtés b , c, et le troisième 
angle C. 

i° Le côté b se trouvera par l'équation sin b = 

-. sin B -* * 

sin a . • 

sin A. 

4** Lç côté c dépend de l'équation 

cot a sin c — cos B cos c = col A sin B. 

<?op y COf B tang a 

Soit co£ a zzz4os B ou tans Ç ac= ■■ * * on 

aura -; — (sirrc -eos 9 — cos c w& ?) = c*f A -yw B; 

ri* <p v ■. ' 

donc 
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$m (c — ?)= -• 

tang k. 

3° I/angie C se trouvera par la résolution de 
l'équation 

cos a sin B sin C — R çosB cos C=:R a cos A. 

a . «. . _ R c<w B co* 9 
Soit pour cet etiet cos a sin B = , ou 

sin 9 

cor a tô/zi' B coj B , 

cot 9 = , on aura — — r sin C cos f — 

R , sm 9 

cos C £i/t 9 ) = R cos À ; donc 

• m m\ cay A /«19 

5m (C — 9) = -- ~- 

^ TJ cos B 

Ce cinquième cas est, comme le second, susceptible 
de- deux solutions, ainsi que cela a lieu dans le cas 
analogue des triangles rectilignes. 

SIXIEME CAS. 

lxxxix. Etant donnés les trois angles A, B , 
C^ on trouvera un côté quelconque , par exem- 
ple, le côté opposé à V angle A , par la formule 

f — cosj(lL+B + C)cos±(fi+C— A) \ 

i/i 7 (i=Rl/[ . . - 1* 

\ sm B sm C J 

On peut remarquer que de ces sîx cas généraux 
les trois derniers pourraient se déduire des trois pre- 
miers , par la propriété des triangles polaires : de 
sorte qu'à proprement parler , il n'y a que trois cas 
différents dans la résolution générale des triangles 
sphériques» Le premier cas se résout par une seule 
analogie, comme les triangles rectangles ; le troisième 
se résont d'une manière presque aussi simple , au 
moyen des analogies de Néper. Quant au second, 
il exige deux analogies; et d'ailleurs, il admet quel-: 
quefois deux solutions , tandis * que le premier et lé 
troisième n'en admettent jamais qu'une. 



sin 
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xc. Pour distinguer dans le second cas si, pour des 
valeurs particulières données fie A, a , b 9 il y a deux 
fig. 16. triangles qui satisfont à la question ou seulement un; 
supposons d'abord l'angle A < ioo°, et soient pro- 
longés les deux côtés AC, AB jusqu'à ce qu'ils se 
rencontrent de nouveau en A'. Si on prend l'arc AG 
' < ioo° et qu'on abaisse CD perpendiculaire sur AB , 
les. côtés AD, CD du triangle rectangle ACD, seront 
tous deux plus petits que ioo°, la ligne CD sera la 
distance la plus courte du point C à Parc AB, et, en 
prenant DB'=DB, les obliques CB', seront égales 
et d'autant plus longues qu'elles s'écarteront plus dé 
la perpendiculaire. Soit AC=&, CB=a, on voit 
donc qu'un triangle dans lequel on a A< ioo°, b<\ 
ioo°, et a < 4, a nécessairement deux solutions ACB , 
ACB'; mais si, en supposant toujours A et b plus 
petits que ioo°, onaa>i, alors le point B' passerait 
au-delà du point A, et il n'y aurait qu'une solution 
représentée par ABC. Soit ensuite AC > ioo°, si ou 
abaisse la perpendiculaire CD' sur ABA', on aura de 
même CD' < A'C , et l'arc CB'" mené entre D' et À\ 
sera>CD' et< C'A' ; donc si on fait ÀC'=4, C'B* 
=C'B'"=û, on voit que la supposition A< ioo° et 
b > ioo° donnera deux solutions si a -f- b'< aoo° , et 
n'en donnera qu'une si a + b>200°, parce qu'alors 
le point B'" passerait. au-delà de A'. Discutant de la 
meifle manière le cas où l'angle A est > ioe% on 
pourra établir ainsi les symptômes qui déterminent 
si, dans le cas 11, la question admet deux solutions 
on n'en admet qu'une. 



h ^ J^o a ^ ^o S a > h «n* solution. 
A< roo , b< ioo° j a< b deux solutionSB 

A o , o S a ~\-b > aoo° une solution. 

A < 100 , b> IOO | a ^ h < 2<>0 o deM solutions# 

a^ o ê. ^ ' 6 t a-i~b>2oo° deux solutions. 
A> 100°,* < too° j <H ^ <aoo o „ tte80 i ntioll . : 

a ^ .~~o 1 ^ a ♦ a > & deux solutions, 

A > 100 , * > root | r< * ^ Jeulc ioWûm ■ 



H n'y aura 
qu'une solu- 
tion si on a 
A = ioo°, 
ou « =z b . 
ou a -f- b = 
aoo°. Il y en 
aura deux u 
*=xoo°. 



xci. Ces>fn&nes ; résultats peuvent s'appliquer aja 
cas cinquième par la voie du triangle pplairq,, Qt&q 
eu cirera lçssyœp^ôfties suivants , <|ui feront -çor>naÎ£re 
si pour des valeurs, données de, A 5 r B , , q , |1 v y $ deu$ * 
triangles <£ui^tisfopt à la qi^stioji* qu s'ft n*y i( è» a 

<I >.oo»,B>ioo'| A>B deuxsolutions. 

^ 'o»^vo) A+B<2oo°anesoltfiK»h. . , - ■ , 
*> 100 ' B « J * a À+B> a oo*deu* solutions. de * e « ,d,, " 

\ . i suivantes & 

i . » ;• •■•, • ;t ; : C. î »:.'"• . -. r 

^ ^ .^^o r% ^ ,^o l A-+-B < a oô°cFeux solutions. 
* . • fA-f-B>ftoa° une solution. 



deux solutions. 



» i « 



qu'une solu- 
tion $i Tune 



lieu azz:iob°, 



aura deux si 
B— .iqoî?. _, 



«<*W%B<ioo°H<? 

<A>B unjR solution. 

xcii. Dans tous les cas, poUr écarter les solutions 
inutiles ou fausses, il faut s f e rappeler, i° quçtoufc 

angle ou tout côté doit être plus petit que ioo°; 

* * . * • .* * > 

2° Que les, plus* grands angles "sont opposés 'aux 

plus grands côtés , et vice, ver,s&, en sorte' queisi on f. 

A>B* il faut qu'on ait aussi a >b. ,♦».,' 

.... 

' » -| '. . . • 

Exemple^ de la, résolution des triangles ' 

.; ,'7; ' ,ysphériques.. r ,., . : ... ,.;. , t 

• *c*ir. Exemple* L Soient 0, M, N trois points fig.ï5. 
situes ' dans ' un ' *tiîaft incliné à ' FHorisbh ; si * de ces 
trois points on abaisse les perpendiculaires OD, M m^ 
N n , sur levait horizontal DEF, les objets situés en 
O , M , N devrqnt être rcpjésentés sur le plan hori r 
zontal par leurs projections ft * in , »•, r et L'ajagle MOBf 
par m, D n± Cela posé , étant ; donné . l'anglp MON , et » 
les inclinaisons de ses deux côtés OM,,ON,s|Ur la 
verticale OD , il s'agit de trouver .l'anglp de projeç- 
tion mOn. 

« Du point comme centre et ,d'un rayons i,, 
décrivez une surface spbéfique qui rencontre en 

36 
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A , B j C ,, les côtes OM, ON et la verticale QD i vous 
aurez un triangle spherique ABC, dont les trois côtés 
Sont connus; on pourra donc déterminer l'angle C 
égal k mDn par la formule du premier cas. 
*• *Soit par exemple, l'angle MONr=AB==64 44'6o tt ; 
l'angle DOM= AC=98° 1 2 ', et l'angle DON=tBC= 
.io$°4a'> on aura par la formule citée 

sin 28 57 f 3o" tin 35° 87' So" 
- $in'iC=:Tk\ . ? , ■ . — — t 

Yalexlr que Ton calculera ainsi ; 

L. sin *8° 57 ' 3o n .. -9.637 39*>ô L. «# 98 1 a r . . .9.9996 1 06 
E. 'tin 35 a 87' 3o"... 9,7*7656* L.^ioS°4a / ... 9.998424a 



. t* . 1 »- 



somme -f- a LR. -39.365o5i8 19.9982348 

r r *9-9*8stf48* 

i'L.' $?/i \ C • • • • • • 19*36681 70 

L. ««i C 9,6^34085 J c==64 ^ 41 

Donc l'angle 64° 44' 60% mesuré dans un plan in» 
cliné à l'horizon, se réduit à 64° 9' 4** 9 lorsqu'il est 
projeté sur. le plan de l'horizon. 

Ce problème est utile dans Fart de lever les plans, 
lorsque le terrein sur lequel on opère présente des 
inégalités sensibles, £f q^op vefit cependant déter- 
miner les positions, principales ayec; beaucoup d'exac- 
tituoe. 

'-"• xctnr. Exemple H. Connaissant les latitudes de 
deux points du globe, et leur différence en longi- 
tude, trouver leur plurf courte distance. 

fi'g. 14. ; J On imaginera un triangle spherique ÀCB formé 
par lé pôle boréal Ç , et les deux lieux A et B dont il 
Vagit; dans ce triangle on connaîtra l'angle au pôle 
ACB , qui est la différence en longitude des deux 
points A et B , et les deux côtés compris AC , CB t 
qui sont les compléments de& latitudes des points A 
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et B, On déterminera donc le troisième côte AB par 
les formules du cas tti. 

Soient, pa* exemple, A et B les observatoires de 
Paris et de Pékin ; la latitude boréale de l'un de 
ces Heux est de 54° a#' 36", celle de Vautre est de 
44° 33 ' 73", et leur différence en Ittpgitude est de 
i26°8o'56". Aiiiéi On : aura 

a=45<»^3'64 > 
&= 55 6Ç 27 
Crr^aô 80 5$. 

D'après ces données on aura pour déterminer ç, 
les formules tang ç s= , cos c = 

cos b cos (a — O) ' 

■ — 9 qont voici le calcul 

cos ç • 

., L. cas C 9.61x435a • 

L. âf^f).;. w « 9.68910 5q 

I/angle7<jue donnent les tables par le moyen de ce 
logarithme- tangente est -&8° 94' 23". Mais il faut 
obtenir que cas G est négatif, :fet : qu'ainsi iarç^ f 
étant négatif , qu 4<H£ prendre 9 = — 28 94 ' oâ" , or 
qui donnera 0,-^9 ==74° 67' 87*. Cela posé, en ob- 
servant aue cos ( — 9) = c6$y on achèvera ainsi J# 

calcul " • 

L. caf(a— ?)• 9.5880938 

;• Vif* *;/ ; -.".. ft-gW»* 3 . . 

*£.3$Sa8gfc 
£. co$ ç ...... - p.p5548îi3 



L. coi ç g*44«Ço6$ 

Donc la distance diereïiée csa^a* 16' o5"; Cette 

même distapce peut s'exprimer en myriatàetTes par 

82 1.60 5 ; car un myriamettr* est la langueur d'un 

arc de dix minutes, et un nkelre est celle d'un arc 

d'ua dixième de seconde. 

*6. 
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xcv. Exemple III. Pour donner, tur e*empl£ du 
cas cinquième, proposons-nous de résoudre le trian- 
gle sphérique dans lequel on connaît les deux angles 
A=78° 5o' , B?^:$4 Q °% tet * e cot ® opposé à l'un 
d'eux «=99° fco' 17". Au ï»oy;eo de ces données , 
on trouve d'après le tabk&u de -lVt'xcf* qu'il ne 
doit y avoir qu'une solution,, pafcce qu'on a tout à 
la fois a< ioo°, B< fOO°.et A> B. Voici le calcul 
de cette solution. . 

i° Le côté b settouVera par la formule sin b-=. 

; iwB ' .. . 1. • .. ,.\; . .; 

stn a — m — • 
sin A. 

L. sin a. ... . 9-999.9^^9 

L. sin B 0.8751*56 

10 — L. «>rAv •• .'\ . : . . . •'. . d.aa5i5a5 

• i 

L. âin bi • i v ••••»• 9.906344° 

Ce qui donna. J=^58 .5o f ï4* bu son/ supplément 
i4i° 49 ' 86" 'y mais puisque» l'angle B est < A, il faut 
que le côté b Soit;<a, ' aiusi la première, valeur est la 
seule qui puisse avoir lieu. ;. . JO ? «»,i-»,in, 1- î 
* 2° Pour àvçin .le, èôté c on, doit faire; la/tg'* pis 
tang a. ' . — . :•■••' 'tàrtg'È vinjf* ". » 

R a ■ • • 

; ' • "* rr«* ç?. .... 9.9999**0 

L. cos B. . . . .; 9.820^063 L. &z>?£B— LR 0.0547 19^ 
L. tang a— LR 1-.9ot.07 3 1 L. cof A 9-5455^36 

L. tang<f . . ... .11.7*211794 L. fût (c — ç). 9.6001649 

9=98° 79/' a*". 8 c— 9==a6? 7' 70*. 5. 

Jfoi on à encore le choix de prendre- pour ç — 9 \sl 
valeur '26° 7 ' 70"* 5 9 t>urson supplément * 73 Q "92 '29". 5; 
mais en prenant -cette seconde valeur on aurait 
0200% ainsi il faut s'en tenir à la première, qui 
donne 0=124° 81' 99". 3. 



hps B tang a. 

■X" 
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3° Enfin, pour calculer directement l'angle G, 

cos a tang fi 

nous prendrons les formules cotf = 

. , „ v cos A sin 9 

cos B 

h. sin f .... . 9.9999563 

L. cos a 8.0982928 L. cos A 9.5202711 

L. tang B— LR 0.0547193 L. R — LcosB. 0.1795937 



L. cotf ...... 8.i53oi2i 

?=99°9' 45 M .5 



L. sin (C«— çQ 9.69982 11 , 
C— 9= 33° 40' 54". 5 
? • • 99 9 45 . 5 



C=i32 5o 



On n'a pas pu prendre pour C — ? le supplément 
de 33° 4o' 54 v . 5 , parce qu'il en serait résulté pour G 
une valeur plus grande que 200 . Ainsi on voit qu'en 
effet le problème proposé n'est susceptible que d'une 
solution. 



(1) i/angfc auxilttire ? n'est pas le même que celai jpii a serti à cal* 
culer le côté c. 
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APPENDICE 

Contenant la résolution de divers cas particuliers 

de là Trigonométrie. 

xcvi. L* résolution dé) trianfclés , telle cfu'on Tient de 
l'exposer , fie laisse rien à désirer du côté de la généralité. 
Il est néanmoins quelques circonstances où l'on peut , avec 
avantage , substituer des solutions particulières aux solu- 
tions générales , soit pour abréger les calculs , soit pour en 
rendre les résultats plus exacts et plus indépendants de 
Terreur des tables. Nous- allons résoudre quelques-uns de 
ces cas particulier* , en choisissant ceux qui sont de l'usage 
h» plus fréquent , ou qui conduisent aux formules les plus 
■remarquables. 

Nous continuerons de désigner par A, B, C, les angles 
du triangle proposé , rectilighe ou sph&ique, et par <t, £, c y 
les côtés qui leur sont respectivement opposés. Mous sup- 
poserons de plus le rayon des tables = z , ce qui n'altère 
pas la généralité des résultats. Les angles A , B , C , sont 
exprimés dans le calcul , soit par les degrés , soit par les 
longueurs absolues des arcs qui les mesurent , ces arcs étant 
pris dans le cercle dont le rayon est i . Si un angle ou un 
arc x et très-petit , on pourra mettre , au lieu de sin x et 

x % 

cosx , leurs valeurs en séries ; savoir : sin x zrx 3 -f- etc . , 

1.2.3 

x s 

cosxzzz. 1 — }- etc. ; mais alors x doit être exprimé ait 

1.» 

parties du rayon. Un arc étant trouvé en parties du rayon , 

pour avoir sa valeur en minutes , il tant le multiplier 

par le nombre de minutes comprises dans le rayon ; ce 

aoooo 
nombre est =6366.1977*37, et son logarithme 

£=: 3 . 8o38Bo 12297. 
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§. I. Des triangles rectilignes dont deux angles sont 

très-petits'. 

» , 

xcvn. Supposons (pie les angles 'À etB soient très-petits 

et par suite C très-obtus , on pourra faire sin A=A— J A s , 

sin B=B-iB s , et sinCzrzsin (A+BJu^A+B-HA-f-B) 3 . 

Si donc on connaît le côté c avec lès angles adjacents A et 

B, on trouvera les deux autres côtés par les formules a= 

csinh. w csinB % „ _ . 

-— , h*=z. ri lesquelles, en substituant les 

fi (A+B) ' . ««(A+B) H , . 

valeurs précédentes et réduisant , deviennent * 

c A f , aAB + B a \ 

= ITbC i+ — —) • 

cB f A* + aAB\ 

*=Â+ïV + — — > 

et de là résulte a-f-6— czzz^c AB. Ces valeurs sont exactes, 
aux termes près qui contiennent quatre dimensions en A 
etB, < • 

xcviii. Supposons en second lieu qu r on donne les deux 
côtés aetbj avec l'angle compris C=aoo°— 8 , 6 étant très- 
petit. On aura d'abord c* =«*+&*-*-*«£ cof e ^sa*+b*+^àb 
(i — ± *') = (a +by—abb 2 ; donc 



a 



Ensuite Sangle A se trouvera par l'équation sin A=s-**>itf=: 

a 

- sin , d'où l'on tire , en substituant la valeur de c et celle 

c 

• ab— a % — b> s»\ 

Donc A=*>* A+t«« s A= -^- + a K a ~ Q •!. j* là 

on déduirait la valeur de B en permutant entre elles les 
lettres a et b, mais A étant connu , on a immédiatement 
Br=ô- A. Si 6 est donné en minutes , pour avoir A exprimé 



aussi en minutes , il faudra , dans les formules précédentes , 

• -A '6 
substituer, au lieu de A et Q , les rapports — j -- , R étant le 

R R 

nombre de minutes comprises dans le rayon. On aura ainsi 

e^zà+b i (— ) ■ •' 

«. : ; a~\-b \R/ " 

xcix. Pour donner un exemple de ces formules , soit ^=r 

i ooo w , b=:^oo m , C= i99°3a ' 6U 9=268', on aura ar\-b~c=z 

1200000 /68\ a 

— «- [ — ) =0.037806, d'où 0=3399"% 962194* En- 

3400 v-K-y ' 

' î a% 

suite on a par une première approximation A= = 20', et 

a-\-b 

B = — A = 48', mais la formule entière donne A= 2a' 

[ a$oo Xi 4oo/ 68 V"T ' 

1 - . 6(3 4 oor Vit/ J = * 9 ' * 999^946, et par suite 

B=48 ; . 0001 io54 , valeurs qui doivent être exactes jusque 
daris la dernière décimale. ' 

S* II* Résolution du troisième cas des toiçwtffcs rectdignes 

par ta voie des séries. \ 

x c. Etant donnés les deux côtés a et b et l'angle compris C r 

pour trouver l'angle B , on a la proportion b : a :: sin B : 
sâf (B-f-C), laquelle donne a sin Bzzib (sin B cos C ~f- 

t> j r m ^ , *»B . bsinC . , 

c©$ £f j*fc Cj, et par conséquent -.= ■ ■ ». Si dans 

cosB n—bcosC 

cette équation on mçt à la place des sinus et cosinus leurs 

♦xxxv. valeurs en exponentielles imaginaires*, on aura 



D'où' l'on tire 



- -' - 



Prenant les logarithmes de chaque membre et développant 
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m * . 

le second en série d'après la formule connue L ( a— ar)= 



*E JC •** 



La — etc. on aura 

a % a* 5 « 3 

a aa* . 3 a 3 

Donc en divisant par a y/ — * » «* observant que e w,c *"~"* 1 -— 
e ~«C v — i _ 2 y/^_ j s i n m c 9 on aura 

n b b x b* b 4 

Bzr- sin C + «niC+r-r f w» 3 C H 7 «Vi 4 C -f-etc» 

a a a a 3û 4 « 

C'est la valeur de l'angle B , exprimée en parties du rayon , 
par une suite dont la loi est très-simple , et qui sera d'au- 
tant plus convergente que b sera plus petit par rapport à a. 
La valeur qu'on vient de trouver doit satisfaire aussi à 

l'équation tang( B -f- T C )= tang\ C , qui est la même 

u— b 

a — b 
que tang \ ( À — B \z=. cot 7 C , et qui ne diffère que par 

Ja forme, de l'équation ±±=. btù,C 



cosB a — beosC 

ci. L'angle B étant connu , on aura le troisième angle 
A=zaoo°— B— -C. Quant au troisième côté c , il dépend de 
l'équation c a =« a -— nab cos C-+- 6% laquelle donne par l'ex- 
traction de la racine , 

b % b 3 

c=za — b cos CH sin* CH sin* CcoîC— etc. 

aa aa a 

Mais cette série n'a pas une marché régulière , et ne peut pas 
être continuée à volonté. Au contraire, on peut trouver une 
série fort simple pour la valeur du logarithme hyperbolique 
de c. En effet, il est facile de voir que la quantité a *~zab 

cosC+b'^zia—be *— 1 ) {a— be~ Cyf — 0,car le produit 
développé de ces deux facteurs donne 

<C— ab(e c *— I -f-e— c *~ x )-h& a , ou a % — labcos C+6*. 
On adoncc a = (a— be cv -<) (a—be- cy ~-*)' 
Prenant les logarithmes de chaque membre , il viendra 



N 
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a 2a» 3*3 

Donc' en réduisant de nouveau à l'aide de la formule 

e -f-e = a co* wi C , on aura 

b b* b* ^ • 

Lc=La — -cay C cw aC — - — -car 3 C— etc. 

a a a' 3 a 9 

série non moins élégante qne celle qui donne la râleur de 
B ; il faudra multiplier ses différents termes par le module 
0.434^9448 , si on -veut que les logarithmes soient ceux des 
tables ordinaires. 

N 

\ 

j. III. Résolution du troisième cas des triangles sphériques 

par la Voie des séries. 

< «frr. On a fait voir dans le paragraphe' précédent que la 

valeur de x tirée de l'équation tang x— — tang\ C , 

peut s'exprimer par cette série 

,r=:4C+ — iwC+^ — «/iaC+- — -w»3C-4-etc. 
m a m* 3 m 3 

Or dans un triangle sphërlqtie où Vbtt connaît les deux 
côtés a et b et l'angle compris C,ona par les analogies de 
♦lxxxyi Néper *. ' 

A — B sin( x -a+±b) t „ 

cot = — v \ . a J tanà~t C 

a sin(±a— \b) ^ a 

sin±acos\b-\-cos±asin\v 

= -r-; ,; ' ; rTE^â C 

sm± acosjb — cos\asm T b 

a cof(-a — -o) 

\ cos-^acos jb—^sinjasin^b 

Donc, en vertu de la formule précédente et supposant 
toujours &< a, on aura r' : . 
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a tangua *tang*±a 

3 tang* \a 

a cot\a *cot % \a 

tang* ±b . 
4- ^ . . tti»3C-— etc. 
Scot^a 

Suites dont la loi est très-simple , et qui seront d'autant plus 
convergentes que b sera plus petit. La première est tou- 
jours convergente, puisqu'on suppose 6<a; la seconde le 
sera aussi , si on a tarig- b< cot~ a , ou a-\~b< aoo°. Elle 
serait divergente et fausse si on avait à+b > aoo° , mais ce 
cas peut toujours s'éviter; car la résolution du triangle 
BCÀ dans lequel on aurait CA-f-CB>aoo° se réduit tou- fi£ u. 
jours à celle du triangle A'CB' dans lequel on a CA'-f- 
CB'<aoo°» Au reste , la seconde série est dans sa plus 
grande convergence , lorsque a et b sont tous deux très- 
petits ; alors le troisième côté c est très-petit aussi, puis- 
qu'on doit avoir c < a + b , et le triangle sphérique diffère 
très-peu d*un triangle plan ; dans ce cas l'excès de la somme 
des trois angles sur deux angles droits , s'exprime ainsi : ; 

A-f-B+C—aop ô =-j- tcuig j a tang ~ b sin C— -J tang x \ u tang* ±bsiniC 

+?tang* j a tang* ~bsin3C — etc. 

cin. Pour trouver le troisième côté c du triangle proposé, 
on a l'équation cos c^zcos a cos b'-t-rind sin b cas C, de 
laquelle il est aisé de déduire les deux suivantes : 

sin*±c-=i$in % ±acos % j b*-nsin\ucôs\b cosiasin±bcosC+<:os*$asin*-zb 
cos*^cz=.cos % ^cos i ^h^cos^acos\bsin\asin^bcosC^\^in*{asin*^b. 

Par là forme de ces valeurs on voit que sin\ c peut être 
regardé Comme le troisième côté d*«n triangle reetiligne 
dans lequel on aurait les deux cètés connus sih^a côs±b 9 
cos ± a sin- b et l'angle compris C ; de même cos £ c est le 
troisième côté d'un triangle reetiligne , dont deux côtés 
seraient cos^a cos \b%sin±a sin<~ b et l'angle compris aoo° 
— C. Donc on a par la formule trouvée pour les triangles 
rectilignas *. . *«. 



i 



\ 
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tang~b tang*±b 

logginjczzlog(gin\acog~b')— — cosC — — cos aC — etc. 

tang\ a a tan g 1 7 a 

. tang~b tang*\b 

log cog 7 c= log(cos±a cos\ 0)+ — - — cog C '- cas aC + e te. 

eot\a %cot*±a 

Il est • remarquer ultérieurement que comme chacun- des 
triangles rectilignes, dont nous -venons de parler peut se 
résoudre par le moyen d'un triangle rectiligne rectangle , 
on peut directement réduire la résolution du triangle sphé- 
rique proposé à celle d'un triangle rectiligne rectangle. 

Gn> trouve par ce moyen que gin 7 c est l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle dont les côtés sont sin ~{a-\-b) sin\C et 
m*7 (a— ^) co$± C. De même cos^c est l'hypoténuse d'un 
triangle Rectangle, dont les côtés seraient cog- (a — b) cog\ G 
et cos^ (a-{-b) «« 7 C. 

Dé plus-, si on appelle Vf. l'angle qui dans le premier trian- 
gle est opposé au eôté gin 7 (a — b) cos T C , et dans le second , 
ïf l'angle opposé au côté- car 7 (a — b) cog^C , il résulte des 

analogies de Néper qu on aura =M , et - =îî ou 

-a a 

A 1 "D A I P 

=aoo° — N; savoirs » > ■ = W si a-\-b < aoo°, et 

2 a 

= aoo° — N si «-+-£> 200 . Donc dans tout triangle sphé- 

rique où Ton connait deux côtés aetb et l'angle compris C, 

on peut trouver directement chacune des quantités 7 c, 

A4-B A— B 

-: » , par la résolution d'un triangle rectiligne 

rectangle où l'on connaît les deux côtés de l'angle droit. 

Il résulte aussi de là qu'après avoir trouvé l'angle M ou 

A— B gin— (a—ib) • 

par la formule tans M = —, ~ cot ¥ C , on 

a ^ gin±(a-\-b) 

peut calculer le troisième côté par la formule gin ^ e 

sin±(a — b) cog 7C gin±(a-\-b)gin±C 

gin M cog M . 

* * • 

JV. B, Les formules trouvées dans ce paragraphe s'appliqueront aisé- 
ment à. la résolution du cinquième cas des triangles sphériques , puisque 
celui - ci peut se * rapporter au troisième par la propriété du triangle 
polaire. 
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|j. IV. Résolution d'un triangle sphérique dont deux côtés 

sont peu différents de u>o° '. 



•• *■ 



cnr» Soient a et b les deux côtés donnés peu différents 
ae iôo°, on propose de déterminer l'angle C par le moyen 

des trois côtés a , b , c. 

■ .» • ■ ■•■•''■'. 

Si les côtés a et b étaient exactement égaux à ioo°, on 

aurait C=c; àpncaet b différant très-peu de ioo°, l'angle 

C aura pour mesure un arc très-peu différent de c» Soit a=z 

ioo°-fi 9 b = ioo°-f-g , C =c -f- x ; si on substitue ces va- 

. cos c -— cos a cos b 

leur» dans l'équation cos C = — : — '- r Jfc ; , on aura 

s in a sin.b 



i \ 



cos c — sin a sin Ç 

cos (c-t-x) = . Mais puisque a et 6 sont 

cos et cos € , 

supposés très^petits , on peut en négligeant seulement les 

Tenues où a ou € montent au quatrième degré , faire 



a ga 



jvi m sût 6 = <*€ , coj et c<v € = i — —^ — ■ — , ce' qui donnera 

. a a • 

t 

F ■* 

COS C •— *~ tf. C ■ 

fur. 9| en négligeant le quarré de a: , on a,cof (c+x)± cosc — 
arrâic;donc •[.:•■ 

.<L$-r±(S + V)*oec . 
' sin c 

fil puisque x est du second ordre par rapport à a et €, on 
"Voit qu'il n'y a de négligées dans cette valeur que les quan- 
.tités du quatrième ordre. Soit 4 (*+G) =/>jt(«" ê ) = £* 
ou a=j0-r-Ç ? €=p— ^, on aura sous une forme plus simple 

(i— cosc\ fx + coscS 
• v, ■■ ) -* ( s )=/»? tàngïc-q'coti c. 
sine y \ suie J 

Cette valeur est exprimée en parties du rayon ; mais comme 
dans la pratiqué p et q sont données en secondes , si Ton 
veut que x soit exprimé aussi en secondes , il faudra faire 

P % ï 

* = £ tangue— —cot±c t 

R étant le nombre de secondes contenues dans le rayon , 



4l6 TRIGONOMETRIE, 

. ai ■ " ' 

peut donc considérer — comme étant l'excès de la somme 

r*. . ..»»... • 

des trois angles du triangle spherique proposé sur dent 

ongles droits. Cela posé, on a ce théorème remarquable qui 

réduit la résolution des triangles spherique* très-petits , à 

celle des triangles rectilignes* . 

Etant proposé un triangle spherique dont les côtes sont 
trés^petUs par rapport a\i rayon de la sphère , si de chacun 
de ses angles oh retranche le tiers de l'excès de la somme des 
trois angles sur deux droits, les angles amsFHimînttér pour- 
ront être pris pour les angles d'un triangle rectiligne , dont 
lès côtés, sont égaux fin longueur a ceux du triangle sphe- 
rique proposé , ou en d'autres termes : f . 

Le triangle spherique très-peu . courbe dont les angles 
sont A., B , C , et les côtés opposés a , b , c , répond toujours 
à un triangle rectiligne -qui-a- tes* *ôt&i>âé x même longueur 
a , b , c , et dont les angles opposés sont. A — ^ 8 , B — y £ , 
C — -yfi , £ étant l'excès de la somme des angles du triangle 
spherique proposé Sur deux angles droits. 



<z w 



, cyi. L'excès e 01JT7- > .,^ u * est PJQjportionnel à l'aire du 

triangle , peut toujours se calculer a priori par les données 
du triangle spherique considéré comme rectiligne. Si deux 
côtés &, c, sont donnés avec l'angle compris A, on aura 
Taire a— ±£ c' sin A;«si on donne îui côté a et les deux 

,. ^ ^ „• . . - ^sinB sinC 

angles adjacents, B , C , on aura 1 aire ar±=| <z* . — -— • 

siniJHrG) 

mm 

Ensuite on aura £ = — R , R étant le nombre de secondes 

r* 

comprises dans le rayon, et de cette manière 6 sera exprimé 
en secondes, ' : i; • * ' 

. Pour appliquer ces formules aux triangles tracés sur la 
'surface de la terfé, considérée comme spherique (1) , il 



(1) Dans les opérations géodésiques les triangles sont le pins souvent 
formés entre trois stations inégalement éloignées dn centre de la terre; 
mais , par des réductions convenables , on substitue aux triangles obser- 
vés les triangles qui résultent de la projection des stations sur une .même 
sur/aee sphéricité perpendiculaire à la direction de la pesanteur. 
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Faudra supposer que leà côtés a, £, c, ainsi que le rayon de 
la terre r sont exprimés en mètres. Or , puisque le quart 
du méridien-^ ir r est égal à iooooooo métrés , on en conclut 
logrz=6. 8o388oi ; d'un autre coté le rayon R exprimé en 
seconde», a pour logarithmes 5,8o388oi. Donc si au loga- 
rithme de l'aire * exprimée en mètres quarrés , on ajoute 
le logarithme constant 3.196119, et qu'on retranche dix 
unités de la somme , on aura le logarithme de l'excès « 
exprimé en secondes. 

Connaissant & on retranchera ou on supposera retranché 
3-e de chaque angle du triangle sphérique proposé, et alors 
dans le triangle rectiligne formé par les côtés a, b 9 c, et les 
angles A'=A'— j-e, B'=B— 4*, C'=Ç— -je, on aura 
les données nécessaires pour en déterminer toutes les par- 
ties. Ainsi on connaîtra' en même temps celle du triangle 
sphérique proposé. 

cyii. Exemple. Soieut donnés l'angle C et les deux côtés 
« et *, ttrvoir: 

C = ia3°i9' 99". 23 
log a-=z 4.589i5o3 
log b =^4*^219271 
la quantité \ a b sinC qui représente l'aire du triangle , 
aura pour logarithme 8.78055, à quoi ajoutant 2.1961a , 
on aura log 6=0.97667, partant «=£9". 4^et|e=:3 ,r . 16. 
Cela posé ,il faut résoudre le triangle rectiligne dans lequel 
on a les- deux côtés a et b comme ci-dessus , et l'angle 
compris C'=i2$° 19' 96". 07. Pour cet effet , nous sui- 
vrons la méthode du h° 56, 

a 4.5891503 tang($ — 5ô°) 8.8*7839* 

b 4.5219271 cot\C . . . . v . . . . 9.8381 iro 

« ■ ■ ■ •■•■■« . ■». . 

tangQ. . • 0.0672232 A'— -B' _ „ M 

T tang. ■ ■• • ■ . , 8.7a595osr 

►*-^C'=38 40 1 .& A'+B' _ ' 

rz 38 40 x .97 

2 

A' = 41 7& 4? -H 
B' 2=; 35 1 0% .70 

27 
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Il reste à déterminer le troisième côté c , ce qui se fera par , 

asinC 

l'équation c= — . ■ ■ ■ 
^ an A 

a ...... . 4.589i5o3 

sin A'. • . . 9.785489^ 

différence. 4.8o366io 4- 80 366 10 

sin C . . . . 9,9708008 sin B* . . . 9.7182661 

logera.. 4.7741618 logb = 4.5219271 

Donc dans le triangle sphérique proposé, les -éléments qu'il 
fallait trouver sont : 

A = 41*78' 44" -4© 
B = 35 1 65 .86 
/o^c=± 4.7741618, ou 0=^59451^25*6. 

N. B. La méthode donnée dans ce paragraphe, peut servir aussi à 
fig. 16. tésondrn les triangles dans lesquels deux côtés seraient très-peu diffé- 
rents de 200° et 4e troisième très-petit. Car , en prolongeant les grands 
cotés À'C, À 1 »" , on aura on triangle sphérique BCA, dont les trois cotés 
seront très-petits. 

J. VI. Des triangles sphériques dont deux angles sont 

très-aigus. 

fie. 17. cvm. Soit ABC le triangle sphérique proposé dans lequel 
A et B sont deux angles très-aigus, soitLMN son triangle 
polaire, de sorte qu'on ait MN==2oo° — AetLN=2oo° — B. 
Si on prolonge les ares NM, NL, jusqu'à leur rencontre en 
K, il est clair qu'on aura KM =A, et KL=B; le triangle 
LKM aura donc ses côtés très-petits , et il sera dans le cas 
d'être résolu par la méthode du paragraphe précédent. 
Soient A', B', C les trois angles et a\ b\'c* les trois côtés 
du triangle LKM, on aura 

A' = MLK = tf *' = KM=rA 

b' = :lmk = & *' = LK=B 

C = LKM = 2oo°— c c' = LM = 200 — C. 

Donc trois éléments connus dans le triangle ABC en don- 
neront trois dans le triangle LKM , et par conséquent trois 
aussi dans le triangle rçctiligne auquel le triangle LKM 
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peut être ramené : or celui-ci étant résolu , on aura îà 
solution du triangle LKM , et de là celle du trrianglc pro- 
posé ABC* 

cix. Soit par exemple , Ar^S*, B=a a et te côté adjacent 

c=i5o°, les données du triangle LKM , où plutôt A/B'C, 

seront a' = 3°, £'=a°, et l'angle compris C'=5o°. Par 

^ k- moyen de ces données, on trouve l'excès spbérique e 

^a'b'sinC' 
== 7ZL ==: 333 ".ai , et le tiers de e étant retranché 

de C, le reste sera 49* 98' &8".g3*. il faut donc résoudre 
un triangle rectiHgne dans lequel on a les deux côtés *'±r 
3eooo " , £'= 20000 " , et l'angle compris C "= 49* 98' 88" .93 . 
On trouvera les deux antres angles A"= io3 a 64 ' 86" .33 , 
B"=46° 36' aV .75 , et le troisième côté c'=ai 244 " My 
ajoutant «Jonc jt aux angles A" et B? du triangle rectiiigne, 
afin d'avoir les angles A ' , B ' du triangle» sphérique, on aura- 
pour la solution cherchée 

À'. ==<*=; io3 65/97.".4o 

B' =b— 46 3 7 *35 .8a 

C=2oo° — c'= 197 87 55 .64 

§. VII. Du polygone régulier de dix-sept côtés. 

ex. Noms terminerons ces. application» du calcul trigono- 
métriq«ë en donnant 9 d'apf es l'excellent ouvrage de Gauss 
cité page 1 1 a , la manière d'inscryre le polygone régulier de* 
1 7 côtés par la simple résolution des équations du second 
degré. ' 

_ _ o 

Soit l'arc - — = f^ Je dis d'abord qu'on aura l'équation 
*7 

cos <f+cos 39-Kof 59+co* 7 9+cosgty+cos 1 1 <p+cos 1 39+aw i5?rz \ . 

Car si on appelle Le premier membre P , et qu'on, multiplie 
tous ses termes par a cos Ç j qu'ensuite on change chaque 
produit de deux* cosinus en cosinus d'arcs simples- d'après* 
la formule : 

a cos jLcorB= cos.{ A +B,)+cof ( A— B) 
oldl aura 
a¥cQs¥zzzirh%c<u%y+2cos.b<ï+%cos6 ( f* +2C0S%f i f+ c0Sirj 9' 
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Qr puisque 179^*00°, on* cos a 9^ cos (Mtt°-~I$9)3F 
•zrcos i59» cof 49?^^ (a«Q°-~-i3 9)==;~TC<v *3 ?, et 
ainsi de suite jusqu'à cos 169== — cos 9- Donc 

a P cos f=ii-2cos 1 59 ~*f <w 1 3 tV* co* 1 1 9« • •*■*» W 3 9^ca* 9 
ouz¥cos¥z=i+c0s1f'Tî¥ l 9xiï¥(i+cQS<t)zzzi+casy* 
DqncP = i. 

Cela posé , je partage W spmnie des tannes qui composent 
P en deux parties , savoir : 

x = cos 3 9 -f- cos 5 9 +cos 7 9+ ^o* 1 * P 
y — eos<f + cas g V+eos i$ <?-{+çaf ib<f. 

J'aurai donc d'ahord Jt+yzsz$ ; je multiplie ensuite les 
quatre ternies de <c par les quatre ternies de y , et chan- 
geant les produits, de cosinus en cosinus d'arcs simples , 
j'obtiens , toutes, réductions faites , 

x yss. i^cosi $+cos 4 9+<*w6 ? ... +cw 169 ) 
an xjrE^«*i»a(0ox i5 p+caii3 9+ c0 * " 9*— ~r- COJ ?) 
ou enfin ar^zr— 1. 
Au moyen de ces équations on trouve 

*=}-KVt7; r=r— ?Vi7- 
Maintenant si l'on partage de nouveau les sommes x et y 
chacune en deux parties , savoir : 

x=zs + t « y=zu+z 

f = cat 39+00*5 9 *=2co*9-t-<r©* i3 p 

l=rcof7 9~H;oaii9 *=eo* $f+cos i5p, 
on trouvera semhlahlemsnt 

StZTi i HZ = — ^. 

De sorte qu'on pourra déterminer l'es quatre nombres s , f , 
f j* ** à Va*4e 4e 4w* nouvelles ^qmrtions dk &ecoM degré. 

Enfin connaissant car 9 + 0* *3 9 •— « et car 9 cos *3 p 
=|(cotfia9+€rof i4P)= — ■î(car3y + «w59)=— ±#, 
on obtiendra, par une quatrième équation du second degré, 
la valeur de cos 9 9 et de là celle du coté ctu polygone pro- 
posé, laquelle est 2 sm f ou 2 \/ ( 1 — ce*** 9)- 

Quant à la méthode qui a dirigé le partage de ces di- 
verses équations, elle tient à une théorie très-délicate, 
fondée sur l'analyse indéterminée, et dont îi faut Voir le 
<*#vtl9ppeu*at dan% t'cwwç*; même d* Gansa. O u y uour- 
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▼erala démonstration complète de ce. théorème très-beau 
et très-général : 

« Si le nombre n est premier, et que fe— i résulte du 

% produit des facteurs premiers a* 3 5 , etc. la division du 
» cercle en n parties égales pourra toujours se réduire à la 
» résolution d'un nombre a d'équations du deuxième de- 
* gré» € dii troisième, y du cinquième, et ainsi de suite ». 

FIN. 
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